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이노트를쓰는법

이 노트는 다른 책 없이 읽도록 썼다. 쓰이는 정의와 정리는 모두 이 노트나 앞 회차의 노트에서

증명한다. 이 과정의 범위를 넘어 증명하지 않는 사실은 증명없이쓰는사실상자에 따로 밝힌다.

각 절은 역사 → 정의 · 정리 → 증명 → 그림 → 연습문제 순서다. 핵심 정리의 증명은 번호 붙은

단계 1 2 3 으로 쓰고, 단계마다 오른쪽 끝에 근거(앞 정리의 번호나 정의)를 단다. 읽을 때는

근거를 가리고 “왜 이 단계가 성립하는가”를 먼저 말해 본다. 극한과 적분의 교환이나 이 과정에

서 증명하지 않는 부분은 조건 확인 단락에 따로 밝힌다. 나머지 정리는 증명 전략만 적고, 증명을

소문항으로 나눈 유도형연습으로 돌린다. 이 연습은 건너뛰지 않고 손으로 쓴다.

근거에 붙은 [T1]–[T8]은 별책 증명 도구 상자의 도구 번호다. 이 회차에서는 [T1] 원소 추적, [T3]

귀납, [T4]부등식, [T5]극한, [T6]극한과 적분의 교환, [T7]변수변환, [T8] Taylor전개를 쓴다.

연습문제는 소절 끝에 모여 있다. 난이도는★계산·확인,★★증명·응용,★★★도전이다. 모든

문제의 풀이가 부록 A에 있고, 문제 끝의풀이○○쪽을 누르면 그 쪽으로 간다. 손으로 푸는 문제는

따로 워크북(계산 드릴, 빈칸 증명, 증명 문제, 퀄형)에 모았다.

상자의뜻

정의 대상을 처음 정하는 문장. 왼쪽 선이 보라다.

정리 증명할 주장(정리·보조정리·따름정리·명제). 왼쪽 선이 빨강이다.

예제 숫자를 넣어 끝까지 계산해 보는 곳. 왼쪽 선이 파랑이다.

가정주의 빼면 정리가 무너지는 가정. 왼쪽 선이 주황이다.

증명없이쓰는사실 (예) 이 과정에서 증명하지 않고 쓰는 결과. 무엇이 참인지, 왜 그럴듯한

지, 어디서 증명되는지를 밝힌다.

역사 그 개념이 태어난 사람과 문제. 회색 선 옆의 작은 글씨다.

연습 소절 끝의 연습문제. 가는 청록 선이고, 끝에 풀이가 있는 쪽 번호가 붙는다.

색의 뜻 수식과 그림에서 보라는 모수, 청록은 데이터·확률변수, 파랑은 통계량, 빨강은 핵심

결론이다. 노트북과 같은 색이다.
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0
들어가며

여는 질문. Cavendish(1798)는 지구의 밀도를, Michelson(1879)은 빛의 속도를, New-
comb(1882)은 빛이 7.4 km를 왕복하는 시간을 쟀다. 오늘 우리는 참값을 안다. 그들의

평균은 얼마나 틀렸나? 큰 오차에 덜 흔들리는 다른 추정량을 썼다면 더 맞았을까? 그리고

정규분포를 믿지 않을 때, 그 추정량의 오차는 무엇으로 재는가?

13회의 𝑡와 𝐹, 14회의 분산분석은 오차가 정규분포를 따른다고 가정했다. 정규분포는 계산을

아름답게 만든다. 그러나 1950년대의 통계학자들은 그 가정이 얼마나 위험한지 하나씩 드러냈다.

측정에는 가끔 엉뚱하게 큰 오차가 섞인다. 11회에서 본 Newcomb의 측정 66개 가운데 두 개가

그랬다. 평균은 그런 오차 하나에 끌려가고, 표준편차는 더 크게 끌려간다. 분포의 꼴을 모르면 𝑡
분포의 임계값도 근거를 잃는다.

통계학은 세 가지로 답했다. 첫째는 순위다. Frank Wilcoxon(1945)은 관측값 대신 순위를 쓰면

귀무가설 아래의 분포가 자료의 분포와 무관해진다는 것을 보였다. 둘째는 로버스트 추정이다.

John Tukey(1960)는 정규분포에 아주 조금만 다른 분포가 섞여도 평균이 최선의 자리를 잃는다는

것을 보였고, Peter Huber(1964)는 그런 섞임에 가장 강한 추정량을 찾았다. 셋째는 부트스트랩

이다. Bradley Efron(1979)은 모르는 분포를 자료의 경험분포로 바꾸고 컴퓨터로 다시 뽑아, 거의

모든 추정량의 표준오차와 신뢰구간을 구했다.

이 노트는 그 순서를 따른다. 1절은 순열검정과 Wilcoxon의 순위검정, 2절은 그 효율(Pitman,
Hodges–Lehmann의 0.864)을 증명한다. 3절은 M-추정, 영향함수, 붕괴점을, 4절은 참값이 알려

진 역사적 측정으로 로버스트 추정량을 시험한 Stigler(1977)를 재현한다. 5절은 부트스트랩, 6
절은 로버스트 회귀, 7절은 부트스트랩과 순위검정이 실패하는 곳, 8절은 bagging과 신경망의

Huber손실이다.

학습목표

1. 교환가능성에서 순열검정의 정확성을 보이고, Wilcoxon 순위합·부호순위 통계량의 귀무분

포와 적률을 증명한다.

2. Pitman효율 12𝜎2(∫ 𝑓2)2을 유도하고, Hodges–Lehmann의 하한 108/125를 증명한다.

3. M-추정량의 점근분산, 영향함수, 붕괴점을 계산하고 Huber추정량을 구현한다.
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4. 경험분포와 plug-in 원리로 부트스트랩을 정의하고, 평균에서 그 일치성을 증명하며 BCa
구간을 계산한다.

5. 참값이 알려진 측정으로 추정량들을 비교하고, 부트스트랩이 실패하는 경우와 bagging ·Huber
손실 속의 같은 생각을 안다.

도구 (1–14회)
CLT · Slutsky · 델타 · Berry–Esseen (7회) 순서통계량 · 순위 (8회)
MLE의 점근정규성 (9회) 무작위화 검정 (14회) 비복원 표본합 (4회)

순열검정 (1.2)
교환가능성

순위합 (1.5)
𝑊 = 𝑈 + 𝑚(𝑚+1)

2
, 적률

부호순위 (1.8)
𝑇+ = ∑𝑘𝐼𝑘 ·
Hodges–Lehmann

효능과 효율 (2.2)
ARE = (𝑒1/𝑒2)2

Wilcoxon 대 𝑡 (2.3)
12𝜎2(∫ 𝑓2)2

하한 (2.5)
108/125 = 0.864

M-추정 (3.2)
𝐸𝜓2/(𝐸𝜓′)2

영향함수 (3.5)
유계인 𝜓, 𝐸 IF2 = 𝑉

붕괴점 (3.7) · IRLS (6.3)

평균의 부트스트랩 (5.3)
Berry–Esseen

BCa (5.4)
치우침 · 가속

최댓값에서 실패 (7.1)
원자 0.632

Darwin 𝑇+ = 96, 𝑝 = 0.041
AUC = 𝑈/𝑚𝑛

정규 0.955 · Laplace 1.5
오염 1%면 𝑊가 이긴다

Newcomb 26.2 대 27.4
stack loss의 3·4·21일

Newcomb BCa [22.1, 28.0]
bagging의 분산 절반

그림 0.1 이번 회차 정리들의 의존 관계. 화살표는 “증명에 쓰인다”는 뜻이다.

0.1 1–14회에서가져오는것

앞회차 내용

3회 · 11회 6절 Michelson ·Cavendish의 편향, Newcomb의 큰 오차 두 개

7회 정리 3.1 · 4.4, 3절 중심극한정리, 델타 방법, Berry–Esseen한계

8회 정리 1.4 · 보조정리 8.1 표본분위수의 점근정규성, 교환가능한 순위

9회 정리 3.1 MLE의 점근정규성 (M-추정으로 일반화한다)

12회 8절 ROC의 AUC는 Mann–Whitney통계량

14회 정리 1.7 · 예제 1.9 무작위화 검정의 정확성, Darwin의 옥수수

2
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0.2 표기

표본 𝑋1,… , 𝑋𝑛은 분포함수 𝐹, 밀도 𝑓에서 온다. 경험분포함수는 ̂𝐹𝑛(𝑥) =
1
𝑛
#{𝑖 ∶ 𝑋𝑖 ≤ 𝑥}, 곧 각

관측에 확률 1/𝑛을 주는 분포다. 순서통계량은 𝑋(1) ≤ … ≤ 𝑋(𝑛)이다. 추정량을 분포의 함수 𝑇(𝐹)
로 보면(평균 ∫𝑥𝑑𝐹, 중앙값 𝐹−1(1/2)) 표본의 추정량은 𝑇( ̂𝐹𝑛)이다. 이것을 plug-in 추정량이라

한다.

3
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1
순열과순위 (1935–1956)

역사 14회에서 Fisher(1935)는 Darwin의 옥수수에 무작위화 검정을 썼다. 1937년 E. J. G. Pitman은

같은 생각을 두 표본, 상관, 분산분석으로 넓히고 “어떤 모집단에서 온 표본에도 쓸 수 있는 유의성

검정”이라 불렀다. 그러나 순열을 모두 세는 계산은 손으로 할 수 없었다. 1945년 American Cyanamid
의 화학자 FrankWilcoxon은 한 쪽짜리 논문에서 관측값을 순위로 바꾸면 순열분포가 자료와 무관한

표 하나로 정해진다는 것을 보였다. 1947년Mann과Whitney가 두 표본의 경우를 정리했고,Hodges와
Lehmann(1956, 1963)은 이 검정들이 정규분포에서도 거의 손해가 없음을 증명하고 거기서 추정량을

만들었다.

1.1 교환가능성과순열검정

정의 1.1 (교환가능) 확률벡터 (𝑍1,… , 𝑍𝑁)의 결합분포가 성분의 순서를 어떻게 바꿔도 같으면

교환가능하다고 한다. 독립이고 같은 분포를 따르면 교환가능하다.

정리 1.2 (두 표본 순열검정) 𝑋1,… , 𝑋𝑚
iid∼ 𝐹, 𝑌1,… , 𝑌𝑛

iid∼ 𝐺가 독립이고 𝐻0 ∶ 𝐹 = 𝐺라

하자. 합친 표본 𝐙 = (𝑋1,… , 𝑋𝑚, 𝑌1,… , 𝑌𝑛)의 성분을 𝑚개와 𝑛개로 나누는 (𝑁
𝑚
)가지 방법

(𝑁 = 𝑚 + 𝑛) 위에서 통계량 𝑇의 분포를 만들고, 관측된 나눔의 𝑇가 그 분포에서 차지하는

위쪽 꼬리 확률을 𝑝-값으로 쓰면, 𝐻0 아래 𝑃(𝑝 ≤ 𝛼) ≤ 𝛼이다.

증명. 전략 합친 표본의 값들(순서 없는 다중집합)을 조건으로 둔다. 그러면 귀무가설 아래 나눔은

(𝑁
𝑚
)가지 위에서 균등하고, 14회 정리 1.7의 상황이 된다. 조건부 한계의 기댓값을 취해 무조건

한계를 얻는다.

1 𝐻0 아래 𝐙의 𝑁개 성분은 iid이므로 교환가능하다. 정의 1.1

2 합친 표본의 값들의 다중집합을 𝒱라 하고, 그 값들에 크기 순서로 이름 1,… ,𝑁을 붙인다.

순열로 섞어도 𝒱는 그대로이므로, 𝒱가 주어졌을 때 처음 𝑚자리에 오는 이름의 집합은 (𝑁
𝑚
)

가지 부분집합 위에서 균등하다. 1 , 순열에 불변인사건 [T1]

3 조건부로 이것은 배정이 유한집합 위에서 균등하게 뽑히는 14회 정리 1.7의 상황이다. 따라서

𝑃(𝑝 ≤ 𝛼 ∣ 𝒱) ≤ 𝛼이다. 14회 정리 1.7
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4 𝑃(𝑝 ≤ 𝛼) = 𝐸[𝑃(𝑝 ≤ 𝛼 ∣ 𝒱)] ≤ 𝛼이다. 반복기댓값, 3회 정리 2.5

14회의 무작위화 검정은 확률의 출처가 실험자의 동전이었다. 여기서는 출처가 표본추출과 교환

가능성이다. 계산은 같다.

1.2 순위합: Wilcoxon과Mann–Whitney

보조정리 1.3 (순위는 균등한 순열이다) 𝑍1,… , 𝑍𝑁 이 교환가능하고 같은 값이 나올 확률이 0
이면, 순위 벡터 (𝑅1,… , 𝑅𝑁) (𝑅𝑖는 𝑍𝑖보다 작거나 같은 성분의 수)는 {1,… ,𝑁}의 𝑁!개 순열

위에서 균등분포다.

증명. 전략 순열로 섞은 벡터는 원래 벡터와 같은 분포를 갖고, 그 순위 벡터는 원래 순위 벡터를

같은 순열로 섞은 것이다. 그래서 순위 벡터의 분포는 섞기에 불변이고, 섞기에 불변인 순열 위의

분포는 균등분포뿐이다.

1 동점의 확률이 0이므로 확률 1로 𝐑 = (𝑅1,… , 𝑅𝑁)은 {1,… ,𝑁}의 순열이다. 가정

2 순열 𝜋에 대해 𝐙𝜋 = (𝑍𝜋(1),… , 𝑍𝜋(𝑁))의 순위 벡터는 (𝑅𝜋(1),… , 𝑅𝜋(𝑁)) = 𝐑 ∘ 𝜋이다. 𝑍𝜋(𝑖)
보다 작거나 같은 성분의 수는 섞기 전과 같기 때문이다. 순위의정의 [T1]

3 𝐙𝜋와 𝐙는 같은 분포이므로 모든 순열 𝐫에 대해 𝑃(𝐑 = 𝐫) = 𝑃(𝐑 ∘ 𝜋 = 𝐫) = 𝑃(𝐑 = 𝐫 ∘ 𝜋−1)
이다. 교환가능, 2

4 순열 𝐫, 𝐬가 주어지면 𝐬 = 𝐫 ∘ 𝜋−1인 순열 𝜋가 있으므로 𝑃(𝐑 = 𝐫) = 𝑃(𝐑 = 𝐬)이다. 확률은

모두 1/𝑁!이다. 순열은합성에대해군 [T1]

(8회 보조정리 8.1은 이 균등분포의 한 성분의 주변분포다.)

정의 1.4 (Wilcoxon 순위합과 Mann–Whitney) 합친 표본에서의 순위로 𝑊 = ∑𝑚
𝑖=1 𝑅(𝑋𝑖)를

Wilcoxon 순위합, 𝑈 = #{(𝑖, 𝑗) ∶ 𝑋𝑖 > 𝑌 𝑗}를 Mann–Whitney 통계량이라 한다.

정리 1.5 (순위합의귀무분포) 𝐹 = 𝐺가 연속이면

(a) 𝑊 = 𝑈 +𝑚(𝑚 + 1)/2이다.

(b) 𝑊의 분포는 𝐹와 무관하고, 𝐸𝑊 = 𝑚(𝑁 + 1)
2 , Var𝑊 = 𝑚𝑛(𝑁 + 1)

12 이며, 𝐸𝑊를 중심

으로 대칭이다.

(c) 일반적으로(귀무가설과 무관하게) 𝑈/(𝑚𝑛)은 𝑃(𝑋 > 𝑌)의 불편추정량이다.
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증명. 전략 (a)는 𝑋의 순위를 “자기보다 작은 𝑋의 수 +자기보다 작은 𝑌의 수 + 1”로 쪼개 센다.

(b)는 보조정리 1.3로 𝑊를 {1,… ,𝑁}에서 비복원으로 뽑은 𝑚개의 합으로 바꾼다. (c)는 지시변

수의 합의 기댓값이다.

(a)

1 𝑋 표본에서 𝑘번째로 작은 값 𝑋(𝑘)의 합친 순위는 (𝑘 − 1) + #{𝑗 ∶ 𝑌 𝑗 < 𝑋(𝑘)} + 1이다.

순위의정의, 동점 없음

2 𝑘 = 1,… ,𝑚에 대해 더하면 𝑊 = ∑𝑚
𝑘=1 𝑘 +∑𝑘 #{𝑗 ∶ 𝑌 𝑗 < 𝑋(𝑘)} =

𝑚(𝑚+1)
2

+ 𝑈이다.

정의 1.4

(b)

1 (𝑅(𝑋1),… , 𝑅(𝑋𝑚))은 {1,… ,𝑁}에서 𝑚개를 비복원으로 뽑은 것과 같은 분포이고, 이 분포는

𝐹와 무관하다. 보조정리 1.3의 주변분포

2 모집단 {1,… ,𝑁}의 평균은
𝑁+1
2

, 분산(분모 𝑁)은
𝑁2−1
12

이다. ∑𝑘2 = 𝑁(𝑁+1)(2𝑁+1)
6

[T3]

3 비복원 표본합의 공식으로

𝐸𝑊 = 𝑚 ⋅ 𝑁 + 1
2 , Var𝑊 = 𝑚 ⋅ 𝑁

2 − 1
12 ⋅ 𝑁 − 𝑚

𝑁 − 1 = 𝑚𝑛(𝑁 + 1)
12 .

4회 정리 1.5, 14회 보조정리 1.3

4 순위 𝑟을 𝑁 + 1 − 𝑟로 바꾸는 대응은 순열 위의 균등분포를 보존하고 𝑊를 𝑚(𝑁 + 1) − 𝑊
로 보낸다. 따라서 둘은 같은 분포이고 𝑊는 𝐸𝑊에 대해 대칭이다. 1

(c)

1 𝑈 = ∑𝑖,𝑗 𝟏{𝑋𝑖 > 𝑌 𝑗}이므로 𝐸𝑈 = ∑𝑖,𝑗 𝑃(𝑋𝑖 > 𝑌 𝑗) = 𝑚𝑛𝑃(𝑋 > 𝑌)이다.

기댓값의선형성, 2회

𝑈/(𝑚𝑛)은 12회 8절의 AUC,곧 “양성 하나와 음성 하나를 뽑았을 때 양성의 점수가 더 클 확률”의

추정량이다. 분류기의 AUC를 보고하는 것은 두 점수 분포의 Mann–Whitney통계량을 보고하는

것이다. 정확한 귀무분포는𝑊의 값마다 그 값을 갖는 부분집합의 수를 세는 점화식으로 계산한다

(연습 1.2). 표본이 크면 정규근사를 쓴다.
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예제 1.6 (Michelson의 다섯 묶음) Michelson의 1879년 측정 100개는 시간 순서대로 20개
씩 다섯 묶음으로 나뉜다(MichelsonSets). 첫 묶음(평균 852.5)과 마지막 묶음(839.5)을
Wilcoxon–Mann–Whitney로 비교하면 𝑈 = 225.5, 𝑈/(𝑚𝑛) = 0.564, 양쪽 𝑝 = 0.50이다(𝑡
검정은 0.56). 다섯 묶음 전체의 Kruskal–Wallis 순위검정(분산분석의 순위판)은 𝑝 = 0.93
이다. 묶음 사이에는 차이가 없다. 3회에서 본 117 km/s의 편향은 실험 내내 같은 크기로

있었다.

1.3 부호순위와 Hodges–Lehmann 추정

정의 1.7 (Wilcoxon 부호순위) 짝 차이 𝑑1,… , 𝑑𝑛에서 |𝑑𝑖|들의 순위를 𝑅+𝑖 라 하고 𝑇+ =
∑𝑑𝑖>0

𝑅+𝑖 를 부호순위 통계량이라 한다.

정리 1.8 (부호순위의 귀무분포) 𝑑𝑖들이 독립이고 각각 0에 대해 대칭인 연속분포를 따르면

𝑇+ = ∑𝑛
𝑘=1 𝑘 𝐼𝑘이고 𝐼1,… , 𝐼𝑛은 독립인 Bernoulli(1/2)이다. 따라서

𝐸𝑇+ = 𝑛(𝑛 + 1)
4 , Var 𝑇+ = 𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)

24 .

증명. 전략 대칭이면 각 차이의 부호는 절댓값과 독립인 공정한 동전이다. 절댓값들이 순위를

정하고, 부호들이 그 순위를 더할지 말지를 정한다.

1 𝑑𝑖와 −𝑑𝑖가 같은 분포이므로 모든 𝐵 ⊂ (0,∞)에서 𝑃(𝑑𝑖 > 0, |𝑑𝑖| ∈ 𝐵) = 𝑃(𝑑𝑖 < 0, |𝑑𝑖| ∈
𝐵) = 1

2
𝑃(|𝑑𝑖| ∈ 𝐵)이다. 곧 부호 sign(𝑑𝑖)는 |𝑑𝑖|와 독립이고 ±1이 반반이다.

대칭, 𝑃(𝑑𝑖 = 0) = 0 [T1]

2 𝑑𝑖들이 독립이므로 부호 𝑛개와 절댓값 𝑛개는 서로 독립이고, 부호들은 iid다. 1 , 독립

3 𝐼𝑘를 “절댓값이 𝑘번째로 작은 차이가 양수”의 지시변수라 하자. 어느 차이가 𝑘번째인지는

절댓값들이 정하므로, 절댓값들이 주어졌을 때 𝐼1,… , 𝐼𝑛은 독립인 Bernoulli(1/2)이다. 이

조건부 분포가 절댓값과 무관하므로 무조건으로도 그렇다. 2

4 𝑇+ = ∑𝑑𝑖>0
𝑅+𝑖 = ∑𝑛

𝑘=1 𝑘 𝐼𝑘이다. 정의 1.7

5 따라서

𝐸𝑇+ = 1
2

𝑛
∑
𝑘=1

𝑘 = 𝑛(𝑛 + 1)
4 , Var 𝑇+ = 1

4
𝑛
∑
𝑘=1

𝑘2 = 𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)
24 .

독립합의분산, 2회 정리 2.8
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정의 1.9 (Hodges–Lehmann추정량) 짝차이의Walsh평균 (𝑑𝑖+𝑑𝑗)/2 (𝑖 ≤ 𝑗, 모두 𝑛(𝑛+1)/2
개)의 중앙값을 Hodges–Lehmann추정량이라 한다. 두 표본에서는 모든 𝑌 𝑗 −𝑋𝑖의 중앙값

이다.

𝑇+는 (𝑑𝑖 +𝑑𝑗)/2 > 0인 Walsh평균의 개수와 같다(연습 1.3). 그래서 “𝑑𝑖 −𝜃의 부호순위 검정이

기각하지 않는 𝜃”들의 집합(신뢰구간)은 정렬한 Walsh 평균의 양 끝을 잘라 얻고, 그 중심이

Hodges–Lehmann추정량이다. 검정을 뒤집어 추정량을 만든 것이다.

예제 1.10 (Darwin의 옥수수, 세 번째) Darwin의 15쌍(14회 예제 1.9)에서 양수인 차이의 순

위합은 𝑇+ = 96 (가능한 최대 120)이고, 정확한 양쪽 𝑝-값은 0.041이다. 무작위화 검정

0.0527, 𝑡검정 0.0497과 비슷하다. Walsh평균 120개의 중앙값인 Hodges–Lehmann추정은

3.13인치(평균 2.62, 중앙값 3.0)이고, 𝑃(𝑇+ ≤ 25) = 0.024를 써서 Walsh 평균의 26번째와

95번째 값으로 만든 95.2% 구간은 [0.50, 5.19]다. 음수인 두 차이(−8.4, −6.0)가 평균을 끌

어내리지만, 부호순위는 그것들을 크기 대신 절댓값의 순위 14와 10으로만 센다(𝑇− = 24).

연습문제

연습 1.1 (작은 표의귀무분포★) 𝑚 = 2, 𝑛 = 3이면 (5
2
) = 10가지 순위 집합의 𝑊를 모두 써서

귀무분포를 만들고, 𝐸𝑊 = 6, Var𝑊 = 3을 확인하라. 풀이 36쪽

연습 1.2 (점화식★★) 𝑁𝑚,𝑛(𝑤)를 {1,… ,𝑚+𝑛}에서 고른𝑚개의 합이 𝑤인 경우의 수라 하면

𝑁𝑚,𝑛(𝑤) = 𝑁𝑚−1,𝑛(𝑤 −𝑚 − 𝑛) + 𝑁𝑚,𝑛−1(𝑤)임을 보여라(가장 큰 순위 𝑚+ 𝑛이 𝑋의 것인지

아닌지로 나눈다). 풀이 36쪽

연습 1.3 (Walsh 평균 ★★) 동점이 없으면 𝑇+ = #{(𝑖, 𝑗) ∶ 𝑖 ≤ 𝑗, 𝑑𝑖 + 𝑑𝑗 > 0}임을 보여라.

(|𝑑𝑖|의 순위가 𝑘인 양수 𝑑𝑖는 자기 자신을 포함해 절댓값이 자기 이하인 𝑘개의 𝑑𝑗와 짝을

이룰 때 합이 양수다.) 풀이 36쪽

연습 1.4 (AUC의 분산 ★) 𝐻0 아래 𝑈/(𝑚𝑛)의 분산이
𝑁+1
12𝑚𝑛

임을 정리 1.5로 보여라. 양성과

음성이 각각 100개인 분류기의 AUC가 0.5에서 얼마나 멀어야 5%에서 “우연보다 낫다”고

할 수 있는가? 풀이 36쪽
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2
효율—순위로바꾸면얼마나잃는가

역사 순위 검정이 처음 나왔을 때 많은 통계학자는 그것을 “빠르지만 거친” 방법으로 여겼다. 값을

버리고 순서만 쓰니 정보를 잃는다는 것이다. 1948년 Pitman은 콜럼비아 대학 강의록에서 두 검정을

비교하는 기준을 내놓았다. 같은 대립가설에 같은 검정력을 얻는 데 필요한 표본 크기의 비다. Hodges
와 Lehmann(1956)은 그 기준으로Wilcoxon검정이 정규분포에서조차 𝑡 검정의 95.5%의 효율을 갖고,

어떤 분포에서도 86.4%보다 못하지 않으며, 꼬리가 두꺼우면 얼마든지 나을 수 있음을 증명했다.

“빠르고 거친” 방법이 사실상 공짜였던 것이다.

2.1 Pitman 효율

정의 2.1 (점근상대효율) 같은 가설을 검정하는 두 검정이 있고, 대립가설 𝜃가 0에 다가갈 때

같은 크기와 같은 검정력에 필요한 표본 크기를 𝑁1(𝜃), 𝑁2(𝜃)라 하자. lim𝜃→0𝑁2/𝑁1을 검정

1의 검정 2에 대한 Pitman점근상대효율(ARE)이라 한다. ARE가 1.5면 검정 1은 같은 일을

표본 2/3로 한다.

증명 없이 쓰는 사실 (국소 대립가설 아래의 점근정규성) 𝜃𝑁 = ℎ/√𝑁일 때 √𝑁(𝑇𝑁 −
𝜇(0))/𝜎(0)

𝐷−→ 𝒩(ℎ𝜇′(0)/𝜎(0), 1)이 성립한다고 하자. 두 표본 평균의 차에서는 중심극

한정리(7회 정리 3.1)로 바로 나오고, Mann–Whitney 통계량에서는 U-통계량의 사영(Ho-
effding 1948)과 대립가설의 “근접성” (Le Cam)이 필요하다. 이 과정에서는 그것을 증명

없이 쓴다.

명제 2.2 (효능과 효율) 위의 조건 아래 크기 𝛼의 한쪽 검정의 검정력은 1 − Φ(𝑧𝛼 − ℎ 𝑒)로
수렴한다. 𝑒 = 𝜇′(0)/𝜎(0)을 효능이라 한다. 두 검정의 ARE는 효능의 비의 제곱 (𝑒1/𝑒2)2

이다.

증명. 전략 기각역을 표준화한 통계량으로 쓰고 위 상자의 극한분포를 넣어 검정력의 극한을 얻는

다. 두 검정의 검정력이 같아지는 조건을 표본 크기에 대해 푼다. 단계별 증명은 연습 2.5(유도형)

에서 직접 쓴다. 완성된 증명은 부록 A의 풀이 37쪽에 있다.
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정리 2.3 (Wilcoxon 대 𝑡) 𝑋 ∼ 𝐹, 𝑌 ∼ 𝐹(⋅ − 𝜃), 𝐹의 밀도 𝑓와 분산 𝜎2이 있고, 𝑚/𝑁 → 𝜆 ∈
(0, 1)이라 하자. Wilcoxon–Mann–Whitney검정의 두 표본 𝑡 검정에 대한 ARE는

ARE(𝑊, 𝑡) = 12 𝜎2(∫𝑓(𝑥)2 𝑑𝑥)
2
.

증명. 전략 명제 2.2로 ARE는 효능의 비의 제곱이다. 두 통계량마다 평균의 𝜃에 대한 도함수와

귀무가설 아래의 표준편차(√𝑁을 곱한 것)를 구한다.

1 𝑡: 𝑇 = ̄𝑌 − ̄𝑋의 평균은 𝜃이고 분산은 𝜎2( 1
𝑚
+ 1

𝑛
) = 𝜎2

𝑁𝜆(1−𝜆)
이다. 따라서 𝜇′(0) = 1,

𝜎(0) = 𝜎/√𝜆(1 − 𝜆), 𝑒𝑡 = √𝜆(1 − 𝜆)/𝜎이다. 2회 정리 2.8, 𝑚/𝑁 → 𝜆

2 Wilcoxon: 𝑇 = 𝑈/(𝑚𝑛)의 평균은 𝑝(𝜃) = 𝑃(𝑌 > 𝑋) = ∫𝐹(𝑥 + 𝜃)𝑓(𝑥) 𝑑𝑥이다.

정리 1.5(c), 반복기댓값

3 𝑝′(0) = ∫𝑓(𝑥)2 𝑑𝑥이다. 적분기호아래미분 [T6]

4 귀무가설 아래 Var 𝑇 = 𝑁+1
12𝑚𝑛

≈ 1
12𝑁𝜆(1−𝜆)

이므로 𝜎(0) = 1/√12𝜆(1 − 𝜆), 𝑒𝑊 =
√12𝜆(1 − 𝜆)∫𝑓2이다. 정리 1.5(b), 연습 1.4

5 (𝑒𝑊/𝑒𝑡)2 = 12𝜎2(∫ 𝑓2)2이다. 𝜆(1 − 𝜆)는 지워진다. 명제 2.2

조건확인 3 에서
𝐹(𝑥+𝜃)−𝐹(𝑥)

𝜃
는 𝑓의 구간 [𝑥, 𝑥+𝜃]위의 평균이다. 𝑓가 유계(≤ 𝑀)이면 차분몫과

𝑓(𝑥)의 곱은 적분가능한 𝑀𝑓(𝑥)로 눌리고, 𝑓의 연속점에서 𝑓(𝑥)2로 수렴하므로 지배수렴으로

미분과 적분을 바꿀 수 있다 [T6]. 명제 2.2는 위의 상자(국소 대립가설 아래의 점근정규성)를

가정한다. Mann–Whitney통계량에 대한 그 사실은 이 과정에서 증명하지 않는다.
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예제 2.4 (분포에 따른효율)

분포 포물선 균등 정규 로지스틱 𝑡5 Laplace 𝑡3

ARE(𝑊, 𝑡) 0.864 1 3/𝜋 = 0.955 𝜋2/9 = 1.097 1.24 1.5 1.90

정규분포에 표준편차가 3배인 정규를 𝜀만큼 섞으면(Tukey의 오염 정규) ARE는 𝜀 = 0.01
에서 1.01, 0.05에서 1.20, 0.10에서 1.37이다. 오염이 1%만 되어도 Wilcoxon이 𝑡를 앞선다.

Cauchy처럼 분산이 없으면 𝑡 검정은 근거를 잃고 ARE는 무한대다.

2.2 하한 0.864

정리 2.5 (Hodges–Lehmann (1956)) 분산이 유한한 모든 밀도 𝑓에 대해 ARE(𝑊, 𝑡) ≥
108/125 = 0.864이다. 등호는 포물선 밀도 𝑓(𝑥) ∝ (5𝜎2 − 𝑥2)+일 때다.

증명. 전략 ARE는 위치와 척도에 무관하므로 평균 0,분산 1인 밀도에서 ∫𝑓2의 최솟값을 찾으면

된다. 후보 ℎ와의 차의 제곱 (𝑓 − ℎ)2 ≥ 0을 적분해 ∫𝑓2를 아래에서 누른다 [T4].

1 𝑓를
1
𝑠
𝑓(𝑥−𝑎

𝑠
)로 바꾸면 𝜎2은 𝑠2배, ∫𝑓2은 1

𝑠
배가 되어 12𝜎2(∫ 𝑓2)2은 그대로다. 그래서 평균

0,분산 1로 놓는다. 치환 [T7]

2 ℎ(𝑥) = 𝑐 (5 − 𝑥2)+, 𝑐 = 3
20√5

로 두면 ∫ℎ = 1, ∫𝑥2ℎ = 1이다. 𝑎 = 5𝑐, 𝑏 = 𝑐로 쓰면 받침

위에서 ℎ = 𝑎 − 𝑏𝑥2이다. 직접적분, 연습 2.2

3 0 ≤ ∫(𝑓 − ℎ)2 = ∫𝑓2 − 2∫𝑓ℎ + ∫ℎ2이므로 ∫𝑓2 ≥ 2∫𝑓ℎ − ∫ℎ2이다. 전개 [T4]

4 모든 𝑥에서 ℎ(𝑥) ≥ 𝑎 − 𝑏𝑥2이고(받침 밖에서 오른쪽이 음수) 𝑓 ≥ 0이므로 ∫𝑓ℎ ≥ ∫𝑓 (𝑎 −
𝑏𝑥2) = 𝑎 − 𝑏이다. ∫𝑓 = 1, ∫𝑥2𝑓 = 1

5 ℎ의 받침 위에서 ℎ = 𝑎 − 𝑏𝑥2이므로 ∫ℎ2 = ∫ℎ (𝑎 − 𝑏𝑥2) = 𝑎 − 𝑏 = 4𝑐 = 3√5
25

이다. 2

6 3 – 5 로 ∫𝑓2 ≥ 2(𝑎 − 𝑏) − (𝑎 − 𝑏) = 3√5
25

이고, 12(∫𝑓2)2 ≥ 12 ⋅ 45
625

= 108
125

이다. 등호는

∫(𝑓 − ℎ)2 = 0, 곧 𝑓 = ℎ일 때다. 3 의등호조건

정리 2.5는 “보험료”를 알려 준다. Wilcoxon을 쓰면 최악의 경우에도 표본의 13.6%만큼 손해고,

정규에서는 4.5%이며, 꼬리가 두꺼우면 큰 이득이다. Chernoff와 Savage(1958)는 순위 대신 정규

분포의 분위수(정규 점수)를 쓰는 검정이 모든 분포에서 𝑡 이상의 효율을 가짐을 보였다.
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그림 2.1 왼쪽: 하한을 이루는 포물선 밀도와 같은 분산의 정규밀도. 오른쪽: 오염 비율 𝜀 (표준편차 3
배의 정규를 섞음)에 따른 Wilcoxon의 𝑡에 대한 효율(정리 2.3). 회색 점선은 1,빨간 점선은 하한 0.864다.

𝜀 ≈ 0.01에서 1을 넘는다.

연습문제

연습 2.1 (세분포의효율★) 정규에서∫𝜙2 = 1/(2√𝜋), Laplace 1
2
𝑒−|𝑥|에서 𝜎2 = 2,∫𝑓2 = 1/4,

로지스틱에서 𝜎2 = 𝜋2/3, ∫𝑓2 = 1/6임을 보이고 표의 3/𝜋, 1.5, 𝜋2/9를 얻어라. 풀이 37쪽

연습 2.2 (포물선 밀도 ★★) 정리 2.5의 ℎ에서 ∫ℎ = 1, ∫𝑥2ℎ = 1, ∫ℎ2 = 3√5/25를 직접

계산하라. 풀이 37쪽

연습 2.3 (효능에서표본크기로★) 정규 자료에서 𝑡검정이 100쌍으로 얻는 검정력을Wilcoxon
으로 얻으려면 대략 몇 쌍이 필요한가? Laplace자료에서는? 풀이 37쪽

연습 2.4 (부호검정★★) 한 표본 위치 문제에서 양수의 개수로 하는 부호검정의 효능이 2𝑓(0),
𝑡 검정의 효능이 1/𝜎임을 보이고 ARE 4𝜎2𝑓(0)2을 구하라. 정규분포에서는 2/𝜋 = 0.637이다.

(8회 정리 1.4의 표본 중앙값의 분산과 비교하라.) 풀이 37쪽

연습 2.5 (효능과 효율의증명★★ 유도형) 명제 2.2를 다음 순서로 증명하라. 𝜃 = ℎ/√𝑁이다.

(a) 크기 𝛼의 한쪽 검정의 기각역이 𝑍𝑁 = √𝑁(𝑇𝑁 − 𝜇(0))/𝜎(0) > 𝑧𝛼임을 적고, 위 상자의

가정으로 𝑍𝑁
𝐷−→ 𝒩(ℎ𝑒, 1)임을 확인하라.

(b) 극한분포가 연속이므로 𝑃(𝑍𝑁 > 𝑧𝛼) → 1−Φ(𝑧𝛼−ℎ𝑒)임을 보여라. 분포수렴의 정의에서

어느 점의 연속성을 쓰는가?

(c) 같은 고정된 𝜃에서 ℎ = 𝜃√𝑁이다. 두 검정의 극한 검정력이 같으려면 𝜃√𝑁1𝑒1 = 𝜃√𝑁2𝑒2
이어야 함을 보이고 𝑁2/𝑁1 = (𝑒1/𝑒2)2을 얻어라.

풀이 37쪽
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3
로버스트추정 (1960–1974)

역사 1960년 Tukey는 정규분포에 표준편차가 세 배인 정규를 조금 섞은 분포에서 여러 추정량을

비교했다. 섞는 비율이 1%만 되어도 표본평균은 최선의 자리를 잃었다(11회 7절의 𝜀∗ = 0.0018은 그

극단이다). 1964년 취리히의 Peter Huber는 위치모수의 로버스트 추정에서 질문을 뒤집었다. 오염의

비율만 알고 꼴은 모를 때, 최악의 경우의 분산이 가장 작은 추정량은 무엇인가? 답은 가운데서는

평균처럼, 바깥에서는 중앙값처럼 행동하는 추정량이었다. Frank Hampel(1968, 1974)은 관측 하나가

추정량을 얼마나 움직이는지 재는 영향함수와, 추정량이 무너지기 전에 견딜 수 있는 오염의 비율

인 붕괴점을 정의했다. 1972년 Princeton의 대규모 모의실험은 68개의 추정량을 비교했고, Robert
Hogg(1974)는 자료의 꼬리 모양을 보고 추정량을 고르는 적응적 방법을 내놓았다.

3.1 M-추정

정의 3.1 (M-추정량) 함수 𝜓와 척도 𝑠 > 0에 대해 ∑𝑛
𝑖=1 𝜓((𝑋𝑖 − 𝜃)/𝑠) = 0의 해 ̂𝜃를 M-추정

량이라 한다. 𝜓(𝑢) = 𝑢이면 평균, 𝜓(𝑢) = sign(𝑢)이면 중앙값이고,

𝜓𝑘(𝑢) = max(−𝑘, min(𝑘, 𝑢))

이면 Huber 추정량이다. 척도는 보통 중앙절대편차를 0.6745로 나눈 값(정규분포에서 𝜎의

일치추정량)으로 미리 정한다.

Huber추정량은 표준화한 잔차가 ±𝑘 안이면 평균처럼 값을 그대로 쓰고, 밖이면 ±𝑘로 잘라 쓴다.

MLE는 𝜓 = −(log 𝑓)′인 M-추정량이다(9회). 그래서 Huber 추정량은 가운데는 정규, 꼬리는

Laplace인 밀도의 MLE이기도 하다.
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정리 3.2 (M-추정량의점근정규성) 척도를 1로 알고, 𝐹가 0에 대해 대칭이며, 𝜓가 홀함수이고

단조증가하며 거의 어디서나 미분가능하고, 𝐸𝜓(𝑋)2 < ∞, 0 < 𝐸𝜓′(𝑋) < ∞라 하자. 그러면

𝜃 = 0에서

√𝑛 ̂𝜃 𝐷−→ 𝒩(0, 𝑉(𝜓, 𝐹)), 𝑉(𝜓, 𝐹) = 𝐸𝜓(𝑋)2

(𝐸𝜓′(𝑋))2
.

증명. 전략 9회 정리 3.1의 증명에서 점수함수 자리에 𝜓를 둔다. Ψ𝑛(𝑡) =
1
𝑛
∑𝑖 𝜓(𝑋𝑖−𝑡)의 영점을

0둘레에서 전개해 √𝑛 ̂𝜃를 분자와 분모의 비로 쓰고 [T8], 분자는 중심극한정리로, 분모는 대수의

법칙으로 다룬 뒤 Slutsky정리로 합친다.

1 𝜓가 단조증가이므로 Ψ𝑛(𝑡)는 𝑡에 대해 감소하고, ̂𝜃는 그 영점이다. 정의 3.1

2 𝜆(𝑡) = 𝐸𝜓(𝑋 − 𝑡)로 두면 𝜆(0) = 0이고(𝜓가 홀함수, 𝐹가 대칭) 𝜆′(0) = −𝐸𝜓′(𝑋) < 0이다.

그래서 작은 𝜀 > 0에서 𝜆(𝜀) < 0 < 𝜆(−𝜀)이다. 대칭, 적분 기호아래미분 [T6]

3 Ψ𝑛(±𝜀)
𝑃−→ 𝜆(±𝜀)이므로 𝑃(Ψ𝑛(𝜀) < 0 < Ψ𝑛(−𝜀)) → 1이다. 그 사건 위에서 | ̂𝜃| < 𝜀이므로

̂𝜃 𝑃−→ 0이다. Khinchin(7회 정리 1.6), 1

4 𝐴𝑛 =
1
𝑛
∑𝑖 𝜓′(𝑋𝑖)로 두면, 0과 ̂𝜃 사이의 𝜉𝑛이 있어

0 = Ψ𝑛( ̂𝜃) = Ψ𝑛(0) − ̂𝜃𝐴𝑛 +
1
2
̂𝜃2𝐵𝑛, 𝐵𝑛 =

1
𝑛
∑𝑖 𝜓′′(𝑋𝑖 − 𝜉𝑛). Taylor [T8]

5 정리하면

√𝑛 ̂𝜃 =
1
√𝑛

∑𝑖 𝜓(𝑋𝑖)

𝐴𝑛 −
1
2
̂𝜃𝐵𝑛

. 4

6 분자: 𝜓(𝑋𝑖)는 평균 0(𝜆(0) = 0), 분산 𝐸𝜓(𝑋)2인 iid이므로
1
√𝑛

∑𝜓(𝑋𝑖)
𝐷−→ 𝒩(0, 𝐸𝜓2)이다.

중심극한정리, 7회 정리 3.1

7 분모: 𝐴𝑛
𝑃−→ 𝐸𝜓′(𝑋) > 0이고, | 1

2
̂𝜃𝐵𝑛| ≤

1
2
| ̂𝜃| sup |𝜓′′| 𝑃−→ 0이다. Khinchin(7회 정리 1.6), 3

8 극한은
1

𝐸𝜓′
𝒩(0, 𝐸𝜓2) = 𝒩(0, 𝑉(𝜓, 𝐹))이다. Slutsky, 7회 정리 4.2

조건 확인 2 의 미분은 𝜓가 거의 어디서나 미분가능하고 𝐸𝜓′(𝑋) < ∞인 데서 지배수렴으로

정당화된다 [T6]. 4 와 7 은 𝜓가 두 번 미분가능하고 𝜓′′가 유계라고 쓴 것이다. 9회 정리 3.1
의 5 와 같은 자리다. Huber의 𝜓𝑘는 ±𝑘에서 꺾이므로 이 조건을 만족하지 않는다. 그때는 𝜓의

단조성으로 나머지를 다룬다(Huber 1964). 이 부분은 증명 없이 쓴다.
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예제 3.3 (오염 정규에서의점근분산) (1 − 𝜀)𝒩(0, 1) + 𝜀𝒩(0, 9)에서 𝑛𝑉를 정확히 적분하면

𝜀 평균 중앙값 10%절사평균 Huber (𝑘 = 1.345)

0 1.000 1.571 1.060 1.053

0.05 1.400 1.681 1.169 1.169

0.10 1.800 1.803 1.296 1.299

이다. 정규분포에서 Huber추정량은 평균의 95%효율을 갖고(1/1.053), 오염이 5%면 평균보

다 17%낫다. 중앙값은 정규에서 36%를 잃지만 오염이 커지면 평균을 따라잡는다. 𝑘 = 1.345
는 정규에서 효율이 정확히 0.95가 되도록 고른 값이다.

증명 없이 쓰는 사실 (Huber의 최소최대 정리 (1964)) 𝐹 = (1 − 𝜀)Φ + 𝜀𝐻 (𝐻는 아무 대칭

분포) 꼴의 모든 분포 가운데 최악의 점근분산을 가장 작게 하는 M-추정량은 𝜓𝑘이고, 𝑘는
2𝜙(𝑘)
𝑘

−2Φ(−𝑘) = 𝜀
1−𝜀

으로 정해진다. 𝜀 = 0.01, 0.05, 0.10이면 𝑘 = 1.945, 1.398, 1.140이다.

최악의 분포는 가운데가 정규이고 꼬리가 지수적으로 줄어드는 분포다.

3.2 영향함수와붕괴점

정의 3.4 (영향함수) 추정량을 분포의 함수 𝑇(𝐹)로 쓸 때, 점 𝑥에 질량 𝑡를 더한 분포 𝐹𝑡 =
(1 − 𝑡)𝐹 + 𝑡𝛿𝑥에 대해

IF(𝑥; 𝑇, 𝐹) = lim
𝑡↓0

𝑇(𝐹𝑡) − 𝑇(𝐹)
𝑡

를 영향함수라 한다. 관측 하나가 𝑥에 더해질 때 추정량이 움직이는 양의 𝑛배쯤이다.

명제 3.5 (M-추정량의 영향함수) 정리 3.2의 조건에서 IF(𝑥; 𝑇, 𝐹) = 𝜓(𝑥 − 𝑇(𝐹))/𝐸𝜓′(𝑋 −
𝑇(𝐹))이다. 따라서 평균의 영향함수는 𝑥−𝜇로 유계가 아니고, 중앙값은 sign(𝑥−𝑚)/(2𝑓(𝑚)),
Huber추정량은 𝜓𝑘(𝑥 − 𝜃)/(2Φ(𝑘) − 1)로 유계다. 그리고 𝐸 IF(𝑋)2 = 𝑉(𝜓, 𝐹)이다.

증명. 전략 𝑇𝑡 = 𝑇(𝐹𝑡)가 만족하는 추정 방정식을 𝑡로 미분하고 𝑡 = 0을 넣는다(음함수 미분).

마지막 식은 영향함수의 정의를 정리 3.2의 𝑉에 넣어 비교한다. 단계별 증명은 연습 3.5(유도형)

에서 직접 쓴다. 완성된 증명은 부록 A의 풀이 38쪽에 있다.

영향함수는 3절의 모든 이야기를 한 그림에 담는다(그림 3.1). 평균은 이상치 하나에 끝없이 끌려

가고, Huber추정량과 중앙값은 일정한 양 이상 끌려가지 않는다. 그리고 점근분산은 영향함수의

제곱의 평균이다. 이상치에 둔감할수록, 정규 자료에서는 조금씩 정보를 버린다.
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그림 3.1 왼쪽: 표준정규에서의 영향함수. 평균은 직선(유계가 아님), Huber는 ±𝑘에서 잘린 직선,

중앙값은 계단이다. 오른쪽: Newcomb의 자료에서 가장 큰 오차(−44, 점선)를 𝑥로 바꿔 넣을 때 네

추정량이 움직이는 모양(민감도 곡선). 평균만 끝없이 따라간다.

정의 3.6 (붕괴점) 표본 𝑛개 가운데 𝑘개를 마음대로 바꿔 추정량을 원하는 만큼 멀리 보낼

수 있는 가장 작은 𝑘를 𝑘∗라 할 때 𝑘∗/𝑛을 유한 표본 붕괴점이라 한다.

명제 3.7 (세추정량의붕괴점) 표본평균의 붕괴점은 1/𝑛, 표본중앙값은 ⌈𝑛/2⌉/𝑛 (곧 1/2근처),

양쪽에서 ⌊𝛼𝑛⌋개씩 자른 절사평균은 (⌊𝛼𝑛⌋ + 1)/𝑛이다.

증명. 전략 추정량마다 두 가지를 보인다. 𝑘∗개를 바꾸면 추정량을 끝없이 보낼 수 있다는 것,

그보다 적게 바꾸면 추정량이 원래 표본의 최솟값과 최댓값 사이에 묶인다는 것이다. 단계별

증명은 연습 3.6(유도형)에서 직접 쓴다. 완성된 증명은 부록 A의 풀이 38쪽에 있다.

예제 3.8 (Newcomb의 66번) Newcomb의 통과 시간(24,800나노초에서 뺀 값)에는 −44와
−2의 두 큰 오차가 있다. 여러 추정량은

평균 26.21, 중앙값 27.0, 10%절사평균 27.43,

Huber 27.38, Hodges–Lehmann 27.5

이다. 로버스트 추정량들은 서로 0.5 안에서 일치하고 평균만 1 넘게 떨어져 있다. 부트스

트랩 표준오차(5절)는 평균이 1.32, 중앙값과 절사평균이 0.68로, 로버스트 추정량이 두 배

정밀하다. 그러나 오늘의 값으로 옮긴 참값은 33.02다(Stigler 1977). 어느 추정량도 5 넘게

빗나갔다. 4절의 주제다.
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연습문제

연습 3.1 (Huber추정량은MLE다★) 𝑓(𝑢) ∝ exp(−𝜌𝑘(𝑢)), 𝜌𝑘(𝑢) = 𝑢2/2 (|𝑢| ≤ 𝑘), 𝑘|𝑢|−𝑘2/2
(|𝑢| > 𝑘)의 위치모수 MLE가 Huber추정량임을 보여라. 풀이 37쪽

연습 3.2 (정규에서의 Huber 효율 ★★) 𝒩(0, 1)에서 𝐸𝜓′𝑘 = 2Φ(𝑘) − 1, 𝐸𝜓2𝑘 = 2Φ(𝑘) − 1 −
2𝑘𝜙(𝑘) + 2𝑘2Φ(−𝑘)임을 보이고, 𝑘 = 1.345에서 효율 1/𝑉 = 0.95를 확인하라. 풀이 38쪽

연습 3.3 (중앙값의 영향함수 ★★) 𝑇(𝐹) = 𝐹−1(1/2)에 대해 𝐹𝑡의 중앙값을 직접 계산해

IF(𝑥) = sign(𝑥 − 𝑚)/(2𝑓(𝑚))을 보이고, 𝐸 IF2이 8회 정리 1.4의 점근분산 1/(4𝑓(𝑚)2)임
을 확인하라. 풀이 38쪽

연습 3.4 (붕괴점★) 𝑛 = 66인 Newcomb의 자료에서 평균, 중앙값, 10%절사평균의 붕괴점

을 구하라. 큰 오차가 몇 개까지면 10%절사평균이 그것을 모두 버리는가? 풀이 38쪽

연습 3.5 (M-추정량의영향함수: 증명★★ 유도형) 명제 3.5를 다음 순서로 증명하라. 𝑇 = 𝑇(𝐹),
𝑇𝑡 = 𝑇(𝐹𝑡)로 쓴다.

(a) 𝑇𝑡가 (1−𝑡) ∫𝜓(𝑦−𝑇𝑡) 𝑑𝐹(𝑦)+𝑡 𝜓(𝑥−𝑇𝑡) = 0을 만족함을M-추정량의 정의에서 보여라.

(b) (a)를 𝑡로 미분하고 𝑡 = 0을 넣어 𝑇 ′ = 𝜓(𝑥−𝑇)/𝐸𝜓′(𝑋 −𝑇)를 얻어라. ∫𝜓(𝑦−𝑇) 𝑑𝐹 = 0
을 어디서 쓰는가? (미분과 적분의 교환은 [T6]의 조건으로 확인한다.)

(c) 중앙값(𝜓 = sign)에서는 𝜓′이 없다. 𝐸𝜓′(𝑋 − 𝑡) 대신 − 𝑑
𝑑𝑡
𝐸 sign(𝑋 − 𝑡) = 2𝑓(𝑡)를 쓰면

IF = sign(𝑥 − 𝑚)/(2𝑓(𝑚))이 됨을 보여라. Huber 추정량의 분모 2Φ(𝑘) − 1도 구하라

(𝐹 = Φ).

(d) 𝐸 IF(𝑋)2 = 𝑉(𝜓, 𝐹)임을 보여라.

풀이 38쪽

연습 3.6 (세 추정량의붕괴점: 증명★★ 유도형) 명제 3.7를 증명하라. 표본 𝑥1,… , 𝑥𝑛을 고정하

고 𝑘개를 마음대로 바꾼 표본을 𝑦라 한다.

(a) 평균: 𝑘 = 1로 ̄𝑦를 원하는 만큼 멀리 보낼 수 있음을 보여라.

(b) 중앙값(𝑛이 홀수, 𝑛 = 2𝑟−1): 𝑘 ≤ 𝑟−1이면 𝑦의 중앙값이 원래 표본의 최솟값과 최댓값

사이에 있음을 보여라. (바뀌지 않은 값이 𝑟개 이상 남는다. 중앙값보다 작거나 같은 값이

𝑟개, 크거나 같은 값이 𝑟개다.) 𝑘 = 𝑟이면 끝없이 보낼 수 있음을 보여라.

(c) 절사평균: 양쪽에서 𝑔 = ⌊𝛼𝑛⌋개씩 자를 때, 𝑘 ≤ 𝑔이면 남는 값이 모두 원래 표본의

최솟값과 최댓값 사이에 있음을, 𝑘 = 𝑔 + 1이면 그렇지 않음을 보여라.

풀이 38쪽
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4
참값이있는자료로—Stigler (1977)

역사 로버스트 추정량들은 대부분 시뮬레이션으로 비교되었다. 오염 정규, 𝑡 분포, Cauchy같은 “두꺼

운 꼬리”의 표본을 만들어 분산을 잰 것이다. 1977년 Stephen Stigler는 로버스트추정량은실제자료를
다루는가?에서 다른 길을 택했다. 18–19세기의 과학자들이 오늘 참값을 아는 양을 잰 기록 24개를

모았다. Cavendish의 지구 밀도, Michelson과 Newcomb의 빛의 속도, Short(1763)의 태양 시차 같은

것이다. 그리고 11개의 추정량을 각 자료에 써서 참값과의 거리를 쟀다. 결론은 겸손했다. 약하게 자른

평균(10%절사평균)이 전체적으로 가장 나았고, 표본평균도 크게 뒤지지 않았으며, 극단적으로 로버

스트한 추정량은 오히려 나빴다. 그리고 어느 추정량이든 오차의 대부분은 측정의 체계적 편향이었다.

예제 4.1 (일곱 개의 자료) Cavendish(29개, 참값 5.513), Newcomb(66개, 33.02), Michel-
son(100개 전체와 20개씩의 다섯 묶음, 734.5)에 여섯 추정량을 쓰면 다음과 같다. 마지

막 열은 평균의 오차를 평균의 표준오차로 나눈 것이다.

자료 𝑛 평균 중앙값 10%절사 25%절사 Huber HL (평균−참)/SE

Cavendish 29 5.482 5.470 5.484 5.479 5.483 5.480 −0.8

Newcomb 66 26.21 27.00 27.43 27.27 27.38 27.50 −5.1

Michelson 100 852.4 850.0 852.3 849.0 851.5 850.0 14.9

묶음 1 20 852.5 850.0 853.1 853.0 852.9 852.5 7.3

묶음 2 20 854.5 850.0 859.4 857.0 859.4 860.0 5.8

묶음 3 20 858.5 850.0 854.4 848.0 853.1 852.5 8.0

묶음 4 20 857.0 855.0 856.3 851.0 855.0 855.0 5.7

묶음 5 20 839.5 840.0 837.5 841.0 836.8 840.0 7.1

표를 세 갈래로 읽을 수 있다. 첫째, Cavendish에서는 모든 추정량이 0.02 안에서 같고 참값과의

차이도 표준오차 안이다. 큰 오차가 없으면 무엇을 써도 같다. 둘째, Newcomb에서는 두 큰 오차

때문에 로버스트 추정량들이 평균보다 참값에 1이상 가깝다. 3절의 이론이 말한 그대로다. 셋째,

Michelson에서는 추정량들의 차이가 몇 km/s인데 참값과의 거리는 100 km/s를 넘는다. 표준오

차의 6–15배다. 이 오차는 분포의 꼬리가 아니라 장치의 보정에서 왔다. 어떤 추정량도 체계적

편향을 고치지 못한다(3회 7절).
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가정 주의 로버스트 추정량은 “분포가 정규에서 조금 벗어난” 경우를 지킨다. 모든 관측이

같은 방향으로 틀린 편향은 자료 안에서 보이지 않는다. 그것을 잡으려면 다른 방법으로 잰

측정과 비교해야 한다. Michelson 자신이 그 일을 했다. 그의 1879년 값은 1882년, 1924년,

1926년의 측정으로 차례로 고쳐졌다.

연습문제

연습 4.1 (오차의 분해 ★) Michelson 100개의 평균 852.4, 표준편차 79.0으로 평균제곱오차

( ̄𝑋 − 734.5)2를 편향의 제곱과 분산 𝑠2/𝑛으로 나누어 각각의 비율을 구하라. 로버스트 추정

량이 줄일 수 있는 것은 어느 쪽인가? 풀이 39쪽

연습 4.2 (Newcomb의두오차를빼면★) −44와 −2를 빼면 평균과 표준편차가 어떻게 되는

가? 그 평균을 표 속의 로버스트 추정량들과 비교하라(노트북). 풀이 39쪽

−40 −20 0 20 40

Newcomb (ns − 24,800)

Newcomb 1882: truth 33.02

mean 26.21
median 27.00
trim10 27.43
trim25 27.26
Huber 27.38
HL 27.50

set 1 set 2 set 3 set 4 set 5

840

845

850

855

860

km
/s

 −
 2

99
,0

00

Michelson 1879: truth 734.5 (far below)

mean
median

trim10
trim25

Huber
HL

그림 4.1 참값이 알려진 측정. 왼쪽: Newcomb의 66번(점)과 여섯 추정량(세로선). 두 큰 오차(−44, −2)
가 평균만 끌어내린다. 빨간 점선은 참값 33.02.오른쪽: Michelson의 다섯 묶음에서 여섯 추정량의 값

(참값 734.5는 그림 아래 멀리 있다). 추정량 사이의 차이는 편향에 비하면 작다.
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5
부트스트랩 (1949–1979)

역사 로버스트 추정량에는 곤란한 점이 하나 있었다. 표준오차의 공식이 분포에 의존한다는 것이다.

정리 3.2의 𝑉(𝜓, 𝐹)에는 모르는 𝐹가 들어 있다.Maurice Quenouille(1949)는 관측을 하나씩 빼고 다시

계산해 치우침을 줄이는 방법을 냈고, Tukey(1958)는 그것으로 분산까지 재며 “잭나이프”(무엇에든

쓰는 주머니칼)라 불렀다. 1979년 Bradley Efron은 Annals of Statistics에서 더 단순하고 더 일반적인

생각을 내놓았다. 모르는 𝐹를 경험분포 ̂𝐹𝑛으로 바꾸고, ̂𝐹𝑛에서 표본을 다시 뽑아 추정량의 분포를

컴퓨터로 만든다. 이름은 “자기 장화 끈을 잡아당겨 스스로를 들어 올린다”는 허풍에서 왔다.

5.1 plug-in과 부트스트랩

정의 5.1 (부트스트랩) 자료 𝑋1,… , 𝑋𝑛이 주어졌을 때 ̂𝐹𝑛에서 뽑은 크기 𝑛의 표본, 곧 원래

자료에서 복원추출한 𝑋∗
1 ,… , 𝑋∗

𝑛를 부트스트랩 표본이라 한다. 통계량 ̂𝜃 = 𝑇(𝑋1,… , 𝑋𝑛)의
부트스트랩 분포는 자료를 고정했을 때 ̂𝜃∗ = 𝑇(𝑋∗

1 ,… , 𝑋∗
𝑛)의 분포다. 원리는 한 줄이다.

𝐹 에서의 ̂𝜃 − 𝜃 의 분포 ≈ ̂𝐹𝑛 에서의 ̂𝜃∗ − ̂𝜃 의 분포.

실제세계

모르는 분포
𝐹

자료
𝑋1,… , 𝑋𝑛

추정량
̂𝜃 = 𝑇(𝑋1,… , 𝑋𝑛)

한번뽑힘 ̂𝜃 − 𝜃의분포는?
(𝐹를모르므로알수없다)

부트스트랩세계

경험분포
̂𝐹𝑛

재표본
𝑋∗
1 ,… , 𝑋∗

𝑛
̂𝜃∗ = 𝑇(𝑋∗

1 ,… , 𝑋∗
𝑛)

𝐵번복원추출 ̂𝜃∗ − ̂𝜃의분포
(컴퓨터로계산한다)

자료가 𝐹를대신한다 “비슷하다”
(정리 5.3)

그림 5.1 부트스트랩의 두 세계. 실제 세계에서는 모르는 𝐹에서 자료가 한 번 뽑히고, 추정량의 오차

분포를 알 수 없다. 부트스트랩 세계에서는 자료의 경험분포 ̂𝐹𝑛이 𝐹의 자리에 서고, 거기서는 표본을 몇

번이든 다시 뽑을 수 있다. 두 세계의 오차 분포가 비슷하다는 것이 정리 5.3의 내용이다.
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알고리즘 5.2 (몬테카를로부트스트랩)

1. 𝑏 = 1,… , 𝐵에 대해 자료에서 𝑛개를 복원추출해 ̂𝜃∗𝑏를 계산한다.

2. 표준오차: ŜE = √
1

𝐵−1
∑( ̂𝜃∗𝑏 − ̄𝜃∗)2.

3. 백분위 구간: ̂𝜃∗𝑏들의 𝛼/2, 1 − 𝛼/2 분위수.

̂𝐹𝑛에서의 분포는 원리적으로 정확히 계산할 수 있는 양이다(𝑛𝑛가지 표본). 몬테카를로는 그것을

근사할 뿐이다(7회). 𝐵가 수천이면 그 오차는 무시할 만하다.

정리 5.3 (평균의 부트스트랩) 𝑋1, 𝑋2,…
iid∼ 𝐹이고 𝐸|𝑋|3 < ∞, 𝜎2 = Var𝑋 > 0이라 하자.

자료를 고정한 조건부 확률 𝑃∗에서

(a) 𝐸∗ ̄𝑋∗ = ̄𝑋, Var∗ ̄𝑋∗ = 𝜎̂2/𝑛, 여기서 𝜎̂2 = 1
𝑛
∑(𝑋𝑖 − ̄𝑋)2이다.

(b) 거의 확실하게 sup𝑥||𝑃∗(√𝑛( ̄𝑋∗ − ̄𝑋) ≤ 𝑥) − 𝑃(√𝑛( ̄𝑋 − 𝜇) ≤ 𝑥)|| → 0이다.

증명. 전략 자료를 고정하면 부트스트랩 표본은 ̂𝐹𝑛에서 뽑은 iid표본이다. (a)는 그 평균과 분산이

다. (b)는 두 분포함수를 모두 정규분포함수와 비교한다. 부트스트랩 쪽은 ̂𝐹𝑛에 쓴 Berry–Esseen
한계로, 실제 쪽은 𝐹에 쓴 같은 한계로 누르고, 가운데를 삼각부등식으로 잇는다 [T4].

(a)

1 𝑃∗에서 𝑋∗
𝑖 는 ̂𝐹𝑛에서 독립으로 뽑히므로 𝐸∗𝑋∗

𝑖 =
1
𝑛
∑𝑋𝑗 = ̄𝑋,Var∗ 𝑋∗

𝑖 =
1
𝑛
∑(𝑋𝑗− ̄𝑋)2 = 𝜎̂2

이다. 정의 5.1

2 𝐸∗ ̄𝑋∗ = ̄𝑋, Var∗ ̄𝑋∗ = 𝜎̂2/𝑛이다. 선형성, 독립합의분산(2회 정리 2.8)

(b)

1 ̂𝜌 = 1
𝑛
∑|𝑋𝑖 − ̄𝑋|3으로 두면, 조건부로 iid인 𝑋∗

𝑖 에 Berry–Esseen한계를 써서

sup
𝑥
||𝑃∗(√𝑛( ̄𝑋∗ − ̄𝑋) ≤ 𝑥) − Φ(𝑥/𝜎̂)|| ≤

𝐶 ̂𝜌
𝜎̂3√𝑛

. 7회 3절의상자, ̂𝐹𝑛에

2 𝜎̂ → 𝜎 > 0이고 ̂𝜌 → 𝐸|𝑋 − 𝜇|3 < ∞이므로 1 의 오른쪽은 0으로 간다.

대수의법칙, 연속사상 [T5]

3 같은 한계를 𝐹에 쓰면 sup𝑥||𝑃(√𝑛( ̄𝑋 − 𝜇) ≤ 𝑥) − Φ(𝑥/𝜎)|| ≤ 𝐶𝜌/(𝜎3√𝑛) → 0이다.

7회 3절의상자

4 sup𝑥 |Φ(𝑥/𝜎̂) − Φ(𝑥/𝜎)| → 0이다. 평균값 정리로 이 차는 |𝑥| | 1
𝜎̂
− 1

𝜎
| 𝜙(𝜉)이고, |𝑥|𝜙(𝜉)는 𝜎̂

가 𝜎 근처에 있는 동안 𝑥에 대해 유계다. 평균값정리 [T8]

5 1 – 4 를 삼각부등식으로 이으면 결론이 나온다. [T4]

조건 확인 2 에서 “거의 확실하게”라고 쓴 수렴은 강한 대수의 법칙이 필요하다. 이 과정은 그
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것을 진술만 했다(7회 1절). 약한 대수의 법칙(7회 정리 1.6)만 쓰면 같은 논증으로 5 의 상한이

확률수렴으로 0으로 간다는, 조금 약한 결론이 나온다. ̂𝜌의 수렴은 |𝑋𝑖 − ̄𝑋|3을 |𝑋𝑖 −𝜇|3과 ̄𝑋 − 𝜇
의 다항식으로 눌러 얻는다(𝐸|𝑋|3 < ∞를 쓴다).

부트스트랩 표준오차 𝜎̂/√𝑛은 보통의 공식 𝑠/√𝑛과 √(𝑛 − 1)/𝑛배 다를 뿐이다. 평균에서는 새것

이 없다. 부트스트랩의 값은 공식이 없는 추정량, 곧 중앙값, 절사평균, Huber 추정량, 상관계수,

회귀계수의 비 같은 것에서 같은 계산이 그대로 통한다는 데 있다.

5.2 더 나은구간: BCa

백분위 구간은 ̂𝜃∗의 분포가 ̂𝜃를 중심으로 대칭이고 치우침이 없을 때 잘 맞는다. Efron(1987)의
BCa(치우침 수정·가속) 구간은 두 가지를 고친다.

정의 5.4 (BCa 구간) ̂𝑧0 = Φ−1(#{ ̂𝜃∗𝑏 < ̂𝜃}/𝐵) (치우침), 잭나이프 값 ̂𝜃(𝑖) (관측 𝑖를 뺀 추정)

과 그 평균 ̂𝜃(⋅)으로

̂𝑎 =
∑( ̂𝜃(⋅) − ̂𝜃(𝑖))3

6[∑( ̂𝜃(⋅) − ̂𝜃(𝑖))2]
3/2 (가속), 𝛼𝑗 = Φ( ̂𝑧0 +

̂𝑧0 + 𝑧(𝑗)
1 − ̂𝑎( ̂𝑧0 + 𝑧(𝑗))

)

로 두고, 부트스트랩 분포의 𝛼1, 𝛼2 분위수를 구간으로 쓴다(𝑧(1) = 𝑧𝛼/2의 아래쪽, 𝑧(2)는
위쪽 분위수).

증명 없이 쓰는 사실 (BCa의 정확도 (Efron 1987, Hall 1988)) 매끄러운 통계량에서 BCa 구

간의 포함확률 오차는 𝑂(1/𝑛)이고, 백분위 구간과 정규근사 구간은 𝑂(1/√𝑛)이다. 변환

불변이어서, 𝜃의 구간을 𝑔(𝜃)로 옮기면 𝑔(𝜃)의 BCa구간이 된다.
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Newcomb: bootstrap distributions

mean (SE 1.32)
10% trimmed (SE 0.68)

20.0 22.5 25.0 27.5 30.0 32.5 35.0

t interval (mean): [23.6, 28.9]

BCa (mean): [22.1, 28.0]

BCa (10% trimmed): [26.1, 28.8]

95% intervals vs truth

그림 5.2 Newcomb의 부트스트랩 분포. 왼쪽: 평균(주황)과 10%절사평균(파랑)의 부트스트랩 분포.

평균의 분포는 넓고 왼쪽 꼬리가 길다. 오른쪽: 세 가지 95%구간(𝑡, 평균의 BCa,절사평균의 BCa)과 참값

33.02(빨간 점선).

예제 5.5 (Newcomb와 Cavendish의 부트스트랩) 𝐵 = 20,000으로 Newcomb의 66번에서

표준오차를 구하면 평균 1.32 (공식 𝑠/√𝑛 = 1.32), 중앙값 0.68, 10% 절사평균 0.68이다. 평

균의 95% 구간은 𝑡로 [23.6, 28.9], BCa로 [22.1, 28.0]이다. BCa는 두 큰 음의 오차가 만든

왼쪽 꼬리를 반영해 아래로 늘어난다. 절사평균의 BCa 구간은 [26.1, 28.8]로 절반쯤 좁다.

어느 구간도 참값 33.02를 포함하지 않는다. Cavendish의 평균에서는 부트스트랩 표준오차

0.038이 공식 0.038과 같고, BCa구간 [5.41, 5.56]이 𝑡 구간과 거의 같다(그림 5.2).

5.3 잭나이프

정의 5.6 (잭나이프 표준오차) ̂𝜃(𝑖)를 관측 𝑖를 뺀 추정, ̂𝜃(⋅) =
1
𝑛
∑ ̂𝜃(𝑖)라 할 때 ŜEjack =

√
𝑛−1
𝑛
∑( ̂𝜃(𝑖) − ̂𝜃(⋅))2이다.

잭나이프는 𝑛번의 계산으로 끝나고 매끄러운 통계량에서는 부트스트랩과 비슷한 답을 준다.

그러나 중앙값처럼 매끄럽지 않은 통계량에서는 일치하지 않는다(연습 5.2). 부트스트랩이 더

일반적인 이유다.
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연습문제

연습 5.1 (평균의 잭나이프 ★) ̂𝜃 = ̄𝑋이면 ŜEjack = 𝑠/√𝑛으로 보통의 공식과 정확히 같음을

보여라. 풀이 39쪽

연습 5.2 (중앙값의 잭나이프 ★★) 𝑛 = 2𝑚이 짝수이면 관측 하나를 뺀 중앙값은 𝑋(𝑚) 또는

𝑋(𝑚+1)의 두 값뿐임을 보이고, 잭나이프 표준오차가 𝑋(𝑚+1) − 𝑋(𝑚) 하나에만 의존해 일치추

정량이 될 수 없음을 설명하라. 풀이 39쪽

연습 5.3 (부트스트랩표본의다양성★★) 크기 𝑛의 부트스트랩 표본에 원래 관측 𝑖가 한 번도

들어가지 않을 확률이 (1 − 1/𝑛)𝑛 → 𝑒−1 = 0.368임을 보이고, 부트스트랩 표본에 서로 다른

관측이 평균 𝑛(1 − (1 − 1/𝑛)𝑛) ≈ 0.632𝑛개 있음을 보여라. (8절의 out-of-bag이 이것이다.)

풀이 39쪽

연습 5.4 (정확한부트스트랩★★) 𝑛 = 3, 자료 (1, 2, 6)일 때 서로 다른 부트스트랩 표본(다중

집합)이 (5
3
) = 10개임을 보이고, 각각의 확률(다항계수/27)로 중앙값의 부트스트랩 분포를

정확히 계산하라. 풀이 39쪽
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6
원자료로—회귀도로버스트하게

13회의 최소제곱은 회귀의 평균이다. 잔차 하나가 크면 계수 전체가 그쪽으로 끌려간다. 위치모

수의 M-추정을 회귀로 옮기면 로버스트 회귀가 된다.

정의 6.1 (회귀의 M-추정) ∑𝑛
𝑖=1 𝜓((𝑦𝑖 − 𝐱′𝑖𝐛)/𝑠) 𝐱𝑖 = 𝟎의 해 ̂𝜷을 회귀의 M-추정량이라 한다.

𝜓(𝑢) = 𝑢이면 최소제곱의 정규방정식(13회 정리 2.2)이고, 𝜓 = 𝜓𝑘이면 Huber회귀다.

알고리즘 6.2 (반복 가중최소제곱 (IRLS))

1. 최소제곱으로 𝐛(0)을 구한다.

2. 잔차 𝑟𝑖 = 𝑦𝑖 − 𝐱′𝑖𝐛(𝑡)와 척도 𝑠 = MAD(𝑟)/0.6745를 계산하고, 무게 𝑤𝑖 = 𝜓(𝑟𝑖/𝑠)/(𝑟𝑖/𝑠)
(Huber이면 min(1, 𝑘/|𝑟𝑖/𝑠|))를 정한다.

3. 가중 최소제곱 𝐛(𝑡+1) = (𝑋 ′𝑊𝑋)−1𝑋 ′𝑊𝐲 (𝑊 = diag(𝑤𝑖))를 풀고, 바뀌지 않을 때까지

되풀이한다.

명제 6.3 (IRLS의고정점) IRLS가 수렴하면 그 극한(척도 𝑠를 고정했을 때)은 회귀의M-추정

방정식을 푼다.

증명. 고정점에서 𝑋 ′𝑊(𝐲 − 𝑋𝐛) = 𝟎, 곧 ∑𝑖 𝑤𝑖(𝑦𝑖 − 𝐱′𝑖𝐛)𝐱𝑖 = 𝟎이다. 𝑤𝑖𝑟𝑖 = 𝜓(𝑟𝑖/𝑠) 𝑠이므로

이것은 𝑠∑𝜓(𝑟𝑖/𝑠)𝐱𝑖 = 𝟎와 같다.

IRLS는 13회 따름정리 3.7의 가중 최소제곱을 되풀이하는 것이다. 큰 잔차를 낸 관측의 무게를

줄이고 다시 맞춘다. 무게 𝑤𝑖 자체가 진단이다. 어느 관측을 얼마나 믿지 않았는지 알려 준다.

예제 6.4 (질산 공장의 stack loss) Brownlee(1965)의 자료는 암모니아를 산화해 질산을 만

드는 공장의 21일 동안의 운전 기록이다. 반응되지 못하고 굴뚝으로 빠져나간 암모니아의

양(stack loss)을 공기 흐름, 냉각수 온도, 산 농도로 회귀한다. 세 방법의 계수(절편, 공기,

냉각수, 산)는
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절편 공기 흐름 냉각수 온도 산 농도

최소제곱 −39.92 0.716 1.295 −0.152

Huber (𝑘 = 1.345) −41.05 0.827 0.939 −0.129

최소절댓값 −39.69 0.832 0.574 −0.061

이다. Huber회귀는 3, 4, 21일째의 무게를 0.82, 0.53, 0.38로 줄였다. 이 자료를 분석한 많은

연구가 이상치로 지목한 날들이다. 냉각수 온도의 계수가 1.30에서 0.94로 줄어든 것은 그

몇 날이 최소제곱의 기울기를 끌어올렸다는 뜻이다(그림 6.1).

가정주의 Huber회귀는 𝑦 방향의 이상치에 강하지만, 𝐱 방향으로 동떨어진 지렛대 점(13회
명제 2.7)에는 여전히 약하다. 지렛대가 1에 가까운 점은 잔차가 작게 나오므로 무게가 줄지

않는다. 그런 점까지 막으려면 최소중앙제곱(Rousseeuw 1984)처럼 붕괴점이 높은 추정이

필요하다.
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그림 6.1 Stack loss자료. 왼쪽: 최소제곱 적합값과 잔차. 3, 4, 21일째(빨강)가 크게 벗어난다. 오른쪽:

Huber IRLS의 마지막 무게. 큰 잔차를 낸 날일수록 무게가 작다.
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연습문제

연습 6.1 (최소절댓값도 IRLS ★★) 𝜓 = sign이면 IRLS의 무게가 𝑤𝑖 = 1/|𝑟𝑖|임을 보이고,

고정점이 13회 1절의 최소절댓값 문제의 정상점임을 설명하라. 잔차가 0에 가까우면 어떤

문제가 생기는가? 풀이 40쪽

연습 6.2 (무게의 해석★) Huber의 무게 𝑤𝑖 = min(1, 𝑘/|𝑢𝑖|)에서 무게가 0.38인 관측의 표준

화 잔차 |𝑢𝑖|는 얼마인가(𝑘 = 1.345)? 풀이 40쪽
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7
부숴보기—분포를덜믿어도깨지는곳

7.1 부트스트랩은최댓값에서실패한다

8회의 독일 전차 문제는 일련번호의 최댓값 𝑋(𝑛)으로 전차의 수 𝜃를 추정했다. 부트스트랩으로

그 분포를 흉내 낼 수 있을까?

정리 7.1 (최댓값의 부트스트랩) 𝑋1,… , 𝑋𝑛
iid∼ U(0, 𝜃)이면 𝑛(𝜃 − 𝑋(𝑛))/𝜃

𝐷−→ Exp(1)로 연속분

포에 수렴한다. 그러나 부트스트랩 분포는

𝑃∗(𝑋∗
(𝑛) = 𝑋(𝑛)) = 1 − (1 − 1

𝑛)
𝑛
→ 1 − 𝑒−1 = 0.632

의 원자를 0에 가지므로, 𝑛(𝑋(𝑛) −𝑋∗
(𝑛))/𝑋(𝑛)의 부트스트랩 분포는 Exp(1)로 수렴하지 않는

다.

증명. 전략 실제 분포는 최댓값의 분포함수를 직접 계산해 극한을 구한다. 부트스트랩 분포는 0
에 있는 원자의 확률을 계산하고, 연속분포로 수렴하는 분포함수가 한 점에서 큰 점프를 가질

수 없음을 쓴다. 단계별 증명은 연습 7.4(유도형)에서 직접 쓴다. 완성된 증명은 부록 A의 풀이

40쪽에 있다.

부트스트랩이 통하려면 통계량이 𝐹에 대해 “매끄럽게” 의존해야 한다(평균처럼). 최댓값은 분

포의 끝 하나에만 의존하고, 경험분포는 그 끝을 언제나 자료의 최댓값에 둔다. 𝑛 = 50의 균등

표본으로 부트스트랩을 2만 번 하면 63.6%가 원래 최댓값을 그대로 준다. 대안은 𝑛보다 작은 𝑚
개만 뽑는 “𝑚-out-of-𝑛” 부트스트랩이나, 문제의 구조를 쓰는 모수적 방법(8회의 피벗 𝑋(𝑛)/𝜃)
이다.

7.2 순위합은중앙값의검정이아니다

Wilcoxon–Mann–Whitney검정은 흔히 “두 중앙값이 같은가”의 검정이라 소개된다. 정리 1.5이
쓴 귀무가설은 𝐹 = 𝐺, 곧 분포 전체가 같다는 것이다.
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예제 7.2 (분산만다른두집단) 두 집단이 모두 0을 중심으로 대칭이지만(중앙값이 같다) 크기

10의 집단은 표준편차 4, 크기 40의 집단은 표준편차 1이라 하자. 5% 검정을 2만 번 하면

실제 크기는Mann–Whitney 0.147,합동분산 𝑡 0.293, Welch 𝑡 0.051이다. 표준편차를 바꾸면

(작은 집단이 조용하면) 0.007, 0.00025, 0.049가 된다. 순위검정이 “분포를 가정하지 않는다”

는 것은 귀무가설 𝐹 = 𝐺 아래의 분포가 𝐹와 무관하다는 뜻이지, 어떤 차이에도 둔감하다는

뜻이 아니다. 𝑃(𝑋 > 𝑌) = 1/2이어도 퍼짐이 다르면 𝑈의 분산이 정리의 값과 달라진다.

7.3 로버스트추정량은무엇을추정하는가

예제 7.3 (한쪽으로만섞이면) 0.9𝒩(0, 1)+0.1𝒩(5, 1)에서 평균의 극한은 0.5,중앙값은 0.140,
Huber추정량(𝑘 = 1.345, 척도 1)은 0.182다. 오염이 대칭이 아니면 세 추정량은 서로 다른

값으로 간다. “참값”이 0인지(오염을 버려야 할 측정 실수로 볼 때), 0.5인지(모든 관측이

같은 모집단일 때)는 통계학이 아니라 문제가 정한다. 로버스트 추정은 “대부분의 자료가

말하는 값”을 추정하고, 평균은 “모든 자료의 무게중심”을 추정한다.

연습문제

연습 7.1 (원자의 크기★) 𝑛 = 10, 50, 1000에서 𝑃∗(𝑋∗
(𝑛) = 𝑋(𝑛))을 계산하라. 이 확률이 연속

분포에서는 0이어야 하는 이유는? 풀이 40쪽

연습 7.2 (Cauchy의 부트스트랩 ★★) Cauchy 표본에서 평균의 부트스트랩 표준오차가 무

엇을 재는지 생각해 보라. 자료가 늘어날수록 그 값은 어떻게 되는가? (7회 3절: Cauchy의
평균은 Cauchy다. 정리 5.3은 어느 가정을 쓰는가?) 풀이 40쪽

연습 7.3 (두 중앙값을 비교하려면★★) 두 집단의 중앙값의 차를 비교하는 구간을 만드는 방

법 두 가지(부트스트랩, 8회 정리 2.6의 분위수 구간을 각 집단에)를 설명하고, 예제 7.2의
상황에서 어느 쪽이 크기를 지키겠는지 말하라. 풀이 40쪽

연습 7.4 (최댓값의부트스트랩: 증명★★ 유도형) 정리 7.1를 다음 순서로 증명하라.

(a) 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑛이면 𝑃(𝑛(𝜃 − 𝑋(𝑛))/𝜃 > 𝑥) = (1 − 𝑥/𝑛)𝑛임을 보이고, 𝑛 → ∞에서 𝑒−𝑥로 감을

보여라 [T5].

(b) 자료를 고정하면 𝑋∗
(𝑛) = 𝑋(𝑛)은 “𝑛번의 복원추출 가운데 적어도 한 번 최댓값이 뽑힌다”

와 같다. 그 확률이 1 − (1 − 1/𝑛)𝑛임을 보여라.

(c) 𝑉∗
𝑛 = 𝑛(𝑋(𝑛)−𝑋∗

(𝑛))/𝑋(𝑛)의 부트스트랩 분포함수를 𝐺𝑛이라 하면 𝐺𝑛(0) ≥ 1− (1−1/𝑛)𝑛

이다. 만약 𝐺𝑛이 Exp(1)의 분포함수 𝐺로 모든 점에서 수렴한다면 𝐺(0) = 0과 모순임을

보여라. (𝐺는 0에서 연속이다.) 풀이 40쪽
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8
오늘—bagging과 Huber 손실

8.1 Bagging과 random forest

Leo Breiman(1996)은 부트스트랩을 추정량의 오차를 재는 데가 아니라 예측기를 만드는데 썼다.

부트스트랩 표본마다 예측기를 학습하고 그 예측을 평균한다. bagging(bootstrap aggregating)
이다.

명제 8.1 (평균한 예측기의 분산) 예측값 ̂𝑓1,… , ̂𝑓𝐵가 같은 분산 𝜎2과 쌍마다 같은 상관 𝜌를

가지면 Var( 1
𝐵
∑ ̂𝑓𝑏) = 𝜌𝜎2 + 1−𝜌

𝐵
𝜎2이다.

증명. 1
𝐵2
(𝐵𝜎2 + 𝐵(𝐵 − 1)𝜌𝜎2)를 정리한다(3회 8절).

부트스트랩 표본들은 같은 자료에서 왔으므로 𝜌가 0이 아니다. 그래서 𝐵를 늘려도 분산은 𝜌𝜎2

밑으로 내려가지 않는다. Breiman(2001)의 random forest는 나무마다 쓸 수 있는 변수를 무작위

로 제한해 𝜌를 줄인다. 이득이 큰 것은 결정 나무처럼 자료가 조금 바뀌면 예측이 크게 바뀌는

“불안정한” 예측기다.

예제 8.2 (결정그루터기) 𝑥 ∼ U(−1, 1), 𝑦 = 𝟏{𝑥 > 0} +𝒩(0, 1)인 자료 100개에 분기 하나짜

리 나무(그루터기)를 맞추고 𝑥0 = 0.05에서 예측한다. 자료를 200번 새로 만들면 그루터기

예측의 분산은 0.131, 부트스트랩 50번으로 bagging한 예측의 분산은 0.068로 절반쯤이 된

다. 대신 평균은 0.86에서 0.77로 참값 1에서 조금 더 멀어진다. 분기점 근처에서 bagging은
계단을 매끄러운 경사로 바꾼다. 분산이 크게 줄고 치우침이 조금 는다.

부트스트랩 표본마다 뽑히지 않은 약 36.8%의 관측(연습 5.3)은 그 나무의 검증 자료로 쓸 수 있다.

이것이 out-of-bag 오차이고, 교차검증 없이 일반화 오차를 추정한다.

8.2 Huber 손실과 smooth L1

신경망의 회귀 손실로 널리 쓰이는 Huber 손실과 객체 검출의 smooth L1 손실(Girshick 2015)
은 Huber(1964)의 𝜌𝑘 그대로다.
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명제 8.3 (Huber 손실의세얼굴) 𝜌𝑘(𝑢) = 𝑢2/2 (|𝑢| ≤ 𝑘), 𝑘|𝑢| − 𝑘2/2 (|𝑢| > 𝑘)에 대해

(a) 𝜌′𝑘 = 𝜓𝑘이다. 경사하강의 한 걸음은 잔차를 ±𝑘로 자른 것을 쓴다.

(b) 𝜌𝑘(𝑢) = min𝑧{
1
2
(𝑢 − 𝑧)2 + 𝑘|𝑧|}이다. 큰 잔차를 “이상치 몫” 𝑧와 “정상 몫” 𝑢 − 𝑧로

나누어, 이상치 몫에는 절댓값 벌점을 준 것이다.

(c) smooth L1손실
1
2𝛽
𝑢2 (|𝑢| < 𝛽), |𝑢| − 𝛽/2 (그 밖)은 𝜌𝛽(𝑢)/𝛽다.

증명. 전략 (a)는 구간마다 미분하고 |𝑢| = 𝑘에서 양쪽 도함수가 같음을 확인한다. (b)는 𝑧에 대한

최소화를 𝑧의 부호로 나눠 푼다. (c)는 두 식을 구간마다 비교한다. 단계별 증명은 연습 8.3(유도형)

에서 직접 쓴다. 완성된 증명은 부록 A의 풀이 41쪽에 있다.

(b)의 𝑧는 16회에서 볼 lasso와 같은 연성 임계값이다. 로버스트 회귀는 “관측마다 이상치 몫이

있을 수 있고, 그 몫은 드물다(희소하다)”고 가정한 lasso와 같다. 경사 자르기(gradient clipping)
도 같은 생각이다. 한 미니배치의 큰 기울기가 학습을 끌고 가지 못하게 자른다.
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그림 8.1 왼쪽: 그루터기 예측(회색)과 bagging예측(파랑)의 𝑥에 대한 평균 곡선과 분산. bagging은
계단을 경사로 바꾸고 분기점 근처의 분산을 줄인다. 오른쪽: 제곱 손실, 절댓값 손실, Huber손실(𝑘 = 1)
과 그 도함수. Huber의 도함수는 ±𝑘에서 잘린다.
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연습문제

연습 8.1 (상관이 남기는 분산 ★) 𝜌 = 0.4, 𝜎2 = 1이면 𝐵 = 1, 10, 100, ∞에서 명제 8.1의
분산은 얼마인가? 풀이 41쪽

연습 8.2 (연성 임계값 ★★) 명제 8.3(b)의 최소화를 𝑧 > 0, 𝑧 < 0, 𝑧 = 0의 경우로 나눠

풀어라. 풀이 41쪽

연습 8.3 (Huber 손실의세얼굴: 증명★ 유도형) 명제 8.3를 증명하라.

(a) |𝑢| < 𝑘와 |𝑢| > 𝑘에서 𝜌′𝑘을 구하고, 𝑢 = ±𝑘에서 왼쪽과 오른쪽 도함수가 같아 𝜌𝑘가

미분가능함을 보여라. 𝜌′𝑘 = 𝜓𝑘를 확인하라.

(b) 연습 8.2의 결과 𝑧∗ = sign(𝑢)max(|𝑢| − 𝑘, 0)를 1
2
(𝑢 − 𝑧)2 + 𝑘|𝑧|에 넣어 𝜌𝑘(𝑢)를 얻어라.

(c) 𝛽 𝜌𝛽(𝑢)가 아니라 𝜌𝛽(𝑢)/𝛽가 smooth L1손실임을 |𝑢| < 𝛽와 |𝑢| ≥ 𝛽에서 각각 확인하라.

풀이 41쪽
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9
정리와역사노트

9.1 한 장요약

정리 내용 조건

순열검정 (1.2) 나눔 위의 분포로 만든 𝑝-값은 정확하다 𝐹 = 𝐺 (교환가능)

순위합 (1.5) 𝑊 = 𝑈 +𝑚(𝑚+1)/2, 𝐸𝑊 = 𝑚(𝑁 +1)/2, Var𝑊 =
𝑚𝑛(𝑁 + 1)/12

𝐹 = 𝐺 연속

부호순위 (1.8) 𝑇+ = ∑𝑘𝐼𝑘, 𝐸𝑇+ = 𝑛(𝑛 + 1)/4 0에 대칭

Wilcoxon대 𝑡 (2.3) ARE = 12𝜎2(∫ 𝑓2)2,정규에서 3/𝜋 위치 이동

Hodges–Lehmann (2.5) ARE ≥ 108/125 = 0.864 분산 유한

M-추정 (3.2) √𝑛 ̂𝜃 → 𝒩(0, 𝐸𝜓2/(𝐸𝜓′)2) 대칭, 단조 𝜓

영향함수 (3.5) 𝜓(𝑥 − 𝜃)/𝐸𝜓′, 𝐸 IF2 = 𝑉 —

붕괴점 (3.7) 평균 1/𝑛, 중앙값 1/2, 절사평균 𝛼 —

평균의 부트스트랩 (5.3) 조건부 분포가 표본분포에 균등하게 가까워진다 𝐸|𝑋|3 < ∞

IRLS (6.3) 고정점 =회귀의 M-추정 방정식 —

최댓값의 부트스트랩 (7.1) 원자 1 − (1 − 1/𝑛)𝑛 → 0.632, 실패 —

Huber손실 (8.3) 𝜌′𝑘 = 𝜓𝑘,연성 임계값의 최소 —

세 답은 모두 “모형을 덜 믿는” 방법이었다. 순위검정은 귀무가설 아래의 분포를 모형 없이 계산했

고, 로버스트 추정은 모형이 조금 틀려도 크게 틀리지 않는 추정량을 골랐으며, 부트스트랩은 모형

대신 자료를 분포로 썼다. 그리고 셋 다 대가를 알려 주는 정리가 있었다. 0.864, 95%, 𝑂(1/𝑛)이다.

그러나 4절의 Michelson이 보여 주듯, 어느 방법도 모든 관측에 공통인 편향은 고치지 못한다.
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9.2 Stigler의 명명법칙

이름과발견

• Wilcoxon–Mann–Whitney:순위합 검정은 독일의 교육심리학자 Deuchler(1914) 등이 먼저 썼다

(Kruskal 1957의 조사). Wilcoxon(1945)과 Mann–Whitney(1947)가 퍼뜨렸다.

• Pitman 효율: Pitman의 1948년 강의록은 출판되지 않았고, Noether(1955)가 일반형으로 정리했

다.

• 잭나이프: Quenouille(1949)가 치우침을 줄이려고 만들었고, 이름과 분산 추정은 Tukey(1958)의
것이다.

• 부트스트랩: 자료에서 다시 뽑는 생각은 Simon(1969)의 교육용 “재표집”에도 있었다. Efron(1979)
이 이론과 이름을 주었다.

• Huber 손실: 기계학습에서는 smooth L1이라는 이름으로 다시 발견되었다.

9.3 7 Pillars 지도

이번 회차는 일곱째 기둥 Residual(잔차)과 넷째 기둥 Intercomparison(자료 안의 비교)을 칠한

다. 순열검정과 부트스트랩은 외부의 기준(정규분포표) 없이 자료 자신의 변동으로 자료를 판단

한다. Stigler가 Intercomparison이라 부른 생각의 정점이다. 로버스트 회귀의 무게와 영향함수는

잔차를 진단의 도구로 바꾼다.

9.4 다음회—베이즈의귀환: MCMC와 Stein의 역설 (1763 → 1990)

이 과정은 1회 Bayes의 당구대에서 시작했다. 16회는 그리로 돌아간다. Laplace는 파리의 출생

기록으로 남아가 더 많이 태어날 확률을 계산했고, Fisher는 사전분포를 거부했으며, 베이즈 추론

은 Bletchley Park의 암호 해독과 1950년대의 몬테카를로 속에서 살아남았다. Metropolis(1953)
와 Gibbs 표집이 계산의 벽을 허물었고, James와 Stein(1961)은 정규 평균 세 개 이상을 동시에

추정할 때 표본평균이 최선이 아님을 보였다. 모수가 확률변수가 되는 순간, 13회의 ridge와 이번

회차의 Huber손실은 사전분포가 된다.
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A
연습문제풀이

각 풀이의 머리에 있는 문제 ○○쪽을 누르면 문제로 돌아간다. 계산 문제의 수치는 노트북에서

같은 계산으로 확인했다.

1절

연습 1.1 문제 8쪽

{1,… , 5}에서 두 개를 고른 합은 3, 4, 5, 6, 5, 6, 7, 7, 8, 9이므로 𝑊는 3, 4, 8, 9에서 1/10, 5, 6, 7
에서 2/10의 확률이다. 𝐸𝑊 = 60/10 = 6, 𝐸𝑊 2 = 390/10 = 39이므로 Var𝑊 = 3. 정리의 식

𝑚(𝑁 + 1)/2 = 6, 𝑚𝑛(𝑁 + 1)/12 = 3과 같다.

연습 1.2 문제 8쪽

순위 𝑚 + 𝑛(가장 큰 값)이 𝑋의 것이면 나머지 𝑚 − 1개의 𝑋 순위는 {1,… ,𝑚 + 𝑛 − 1}에서 합

𝑤 − 𝑚 − 𝑛을 이루고, 𝑌의 것이면 𝑚개의 𝑋 순위가 {1,… ,𝑚 + 𝑛 − 1}에서 합 𝑤를 이룬다. 두

경우는 겹치지 않는다.

연습 1.3 문제 8쪽

𝑑𝑖 +𝑑𝑗 > 0이려면 두 수 가운데 절댓값이 큰 쪽이 양수여야 한다. 절댓값의 순위가 𝑘인 양수 𝑑𝑖는
절댓값이 자기 이하인 𝑘개의 𝑑𝑗(자기 포함)와 짝을 이룰 때 합이 양수이고, 그 짝들에서 절댓값이

큰 쪽은 𝑑𝑖다. 따라서 합이 양수인 짝의 수는 양수 𝑑𝑖들의 순위의 합 𝑇+다.

연습 1.4 문제 8쪽

𝑈 = 𝑊−𝑚(𝑚+1)/2이므로Var(𝑈/𝑚𝑛) = 𝑚𝑛(𝑁+1)/12
(𝑚𝑛)2

= 𝑁+1
12𝑚𝑛

.𝑚 = 𝑛 = 100이면√201/120000 =
0.041이고, 1.96 × 0.041 = 0.080이므로 AUC가 0.58보다 커야(또는 0.42보다 작아야) 5%에서

우연과 구별된다.
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2절

연습 2.1 문제 12쪽

정규: ∫𝜙2 = 1
2𝜋
∫ 𝑒−𝑥2𝑑𝑥 = 1

2√𝜋
, 12 ⋅ 1

4𝜋
= 3/𝜋. Laplace: ∫𝑥2 1

2
𝑒−|𝑥| = 2, ∫ 1

4
𝑒−2|𝑥| = 1

4
,

12 ⋅ 2 ⋅ 1
16
= 1.5. 로지스틱: 𝜎2 = 𝜋2/3, ∫𝑓2 = ∫1

0 𝑢(1 − 𝑢) 𝑑𝑢 = 1/6 (𝑢 = 𝐹(𝑥), 𝑓 = 𝑢(1 − 𝑢)로
치환), 12 ⋅ 𝜋

2

3
⋅ 1
36
= 𝜋2/9.

연습 2.2 문제 12쪽

∫√5
−√5(5−𝑥

2) 𝑑𝑥 = 20√5
3

이므로 𝑐 = 3
20√5

. 𝑐 ∫ 𝑥2(5−𝑥2) 𝑑𝑥 = 𝑐⋅ 20√5
3

= 1.∫ℎ2 = 𝑐∫ℎ(𝑥)(5−𝑥2) 𝑑𝑥

(받침 위)= 𝑐(5 − 1) = 4𝑐 = 3
5√5

= 3√5
25

.

연습 2.3 문제 12쪽

정규에서는 100/0.955 ≈ 105쌍, Laplace에서는 100/1.5 ≈ 67쌍이다.

연습 2.4 문제 12쪽

𝑆 = 1
𝑛
#{𝑋𝑖 > 0}의 평균은 𝑃(𝑋 > 0) = 1−𝐹(−𝜃)이므로 𝜇′(0) = 𝑓(0), 귀무가설 아래 표준편차는

1/(2√𝑛)이어서 효능은 2𝑓(0). 𝑡의 효능은 1/𝜎이므로 ARE = 4𝜎2𝑓(0)2. 정규에서 4 ⋅ 1
2𝜋

= 2
𝜋
.

이것은 평균과 표본 중앙값의 분산의 비 𝜎2/(1/(4𝑓(0)2))와 같다(8회 정리 1.4).

연습 2.5 문제 12쪽

(a) 귀무가설 아래 𝑍𝑁 = √𝑁(𝑇𝑁 − 𝜇(0))/𝜎(0) 𝐷−→ 𝒩(0, 1)이므로 크기 𝛼의 한쪽 검정은 𝑍𝑁 > 𝑧𝛼
에서 기각한다. 𝜃𝑁 = ℎ/√𝑁 아래에서는 상자의 가정으로 𝑍𝑁

𝐷−→ 𝒩(ℎ𝜇′(0)/𝜎(0), 1) = 𝒩(ℎ𝑒, 1)
이다. (b) 𝒩(ℎ𝑒, 1)의 분포함수는 연속이므로 분포수렴의 정의가 모든 점에서, 특히 𝑧𝛼에서 성립

한다(7회 정의 2.1). 따라서 𝑃(𝑍𝑁 > 𝑧𝛼) = 1 − 𝑃(𝑍𝑁 ≤ 𝑧𝛼) → 1 − Φ(𝑧𝛼 − ℎ𝑒)이다. (c) 고정된

작은 𝜃에서 표본 크기 𝑁𝑗를 쓰면 ℎ𝑗 = 𝜃√𝑁𝑗이고 극한 검정력은 1 − Φ(𝑧𝛼 − 𝜃√𝑁𝑗𝑒𝑗)이다. Φ는

순증가이므로 두 검정력이 같은 것은 𝜃√𝑁1𝑒1 = 𝜃√𝑁2𝑒2일 때이고, 곧 𝑁2/𝑁1 = (𝑒1/𝑒2)2이다.

3절

연습 3.1 문제 17쪽

− log 𝐿(𝜃) = ∑𝜌𝑘(𝑥𝑖 − 𝜃)+상수이고 𝜌𝑘는 볼록하며 𝜌′𝑘 = 𝜓𝑘이다. 최소점의 조건은 ∑𝜓𝑘(𝑥𝑖 −
𝜃) = 0이다.
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연습 3.2 문제 17쪽

𝜓′𝑘 = 𝟏{|𝑢| < 𝑘}이므로 𝐸𝜓′𝑘 = 2Φ(𝑘) − 1. 𝐸𝜓2𝑘 = ∫𝑘
−𝑘 𝑢2𝜙 + 2𝑘2Φ(−𝑘)이고 ∫𝑘

−𝑘 𝑢2𝜙 = 2Φ(𝑘) −
1 − 2𝑘𝜙(𝑘) (부분적분). 𝑘 = 1.345에서 𝐸𝜓′𝑘 = 0.8214, 𝐸𝜓2𝑘 = 0.7102, 𝑉 = 1.0526, 효율 0.950.

연습 3.3 문제 17쪽

𝑥 > 𝑚이면 𝐹𝑡의 중앙값 𝑚𝑡는 (1 − 𝑡)𝐹(𝑚𝑡) =
1
2
를 풀므로 𝐹(𝑚𝑡) =

1
2(1−𝑡)

≈ 1
2
+ 𝑡

2
, 곧 𝑚𝑡 ≈

𝑚+ 𝑡
2𝑓(𝑚)

. 𝑥 < 𝑚이면 (1−𝑡)𝐹(𝑚𝑡)+𝑡 =
1
2
에서𝑚𝑡 ≈ 𝑚− 𝑡

2𝑓(𝑚)
. IF2 = 1/(4𝑓(𝑚)2)로 상수이므로

평균도 같다.

연습 3.4 문제 17쪽

평균 1/66, 중앙값 33/66 = 0.5. 10% 절사평균은 양쪽에서 ⌊6.6⌋ = 6개씩 자르므로 붕괴점은

7/66 = 0.106이고, 한쪽의 큰 오차가 6개까지는 모두 잘려 나간다. Newcomb의 두 오차는 넉넉히

버려진다.

연습 3.5 문제 17쪽

(a) 𝑇(𝐺)는 ∫𝜓(𝑦 − 𝑇(𝐺)) 𝑑𝐺(𝑦) = 0의 해로 정의된다. 𝐺 = 𝐹𝑡 = (1 − 𝑡)𝐹 + 𝑡𝛿𝑥를 넣으면

∫𝜓𝑑𝐹𝑡 = (1 − 𝑡) ∫𝜓(𝑦 − 𝑇𝑡) 𝑑𝐹(𝑦) + 𝑡 𝜓(𝑥 − 𝑇𝑡)이다. (b) (a)의 식을 𝑡로 미분하면

−∫𝜓(𝑦 − 𝑇𝑡) 𝑑𝐹(𝑦) − (1 − 𝑡) 𝑇′𝑡∫𝜓′(𝑦 − 𝑇𝑡) 𝑑𝐹(𝑦) + 𝜓(𝑥 − 𝑇𝑡) − 𝑡 𝑇′𝑡𝜓′(𝑥 − 𝑇𝑡) = 0

이다. 𝑡 = 0을 넣으면 𝑇0 = 𝑇이고 첫 항은 𝑇의 정의로 0이므로 𝑇 ′ = 𝜓(𝑥 − 𝑇)/𝐸𝜓′(𝑋 − 𝑇)
이다. 둘째 항의 미분과 적분의 교환은 𝜓′이 유계이면 지배수렴으로 정당하다([T6]). (c) 𝜓 = sign
이면 𝐸 sign(𝑋 − 𝑡) = 1 − 2𝐹(𝑡)이므로 − 𝑑

𝑑𝑡
𝐸 sign(𝑋 − 𝑡) = 2𝑓(𝑡)이고, (b)의 분모 자리에 이것을

넣으면 IF = sign(𝑥 −𝑚)/(2𝑓(𝑚))이다. Huber는 𝜓′𝑘 = 𝟏{|𝑢| < 𝑘}이므로 𝐸𝜓′𝑘(𝑋) = 𝑃(|𝑋| < 𝑘) =
2Φ(𝑘) − 1이다. (d) 𝐸 IF(𝑋)2 = 𝐸𝜓(𝑋 − 𝑇)2/(𝐸𝜓′)2 = 𝑉(𝜓, 𝐹)이다(정리 3.2의 𝑉).

연습 3.6 문제 17쪽

(a) 𝑥1을 𝑦1 = 𝑥1+𝑐로 바꾸면 ̄𝑦 = ̄𝑥+𝑐/𝑛이고 𝑐는 마음대로다. 따라서 𝑘∗ = 1이다. (b) 𝑛 = 2𝑟−1
이면 중앙값은 𝑟번째 순서통계량이다. 𝑘 ≤ 𝑟 − 1개만 바꾸면 바뀌지 않은 원래 값이 𝑛 − 𝑘 ≥ 𝑟개
남는다. 이 값들은 모두 max𝑥 이하이므로 𝑦에서 max𝑥 이하인 값이 𝑟개 이상이고, 𝑦(𝑟) ≤ max𝑥
이다. 같은 방법으로 𝑦(𝑟) ≥ min𝑥이다. 𝑘 = 𝑟이면 𝑟개를 모두 아주 큰 값 𝑐로 바꿔 𝑦(𝑟) = 𝑐로
만들 수 있다. 붕괴점은 𝑟/𝑛 = ⌈𝑛/2⌉/𝑛이다. (c) 𝑘 ≤ 𝑔이면 min𝑥보다 작은 𝑦값은 기껏 𝑘 ≤ 𝑔
개이므로 𝑦(𝑔+1) ≥ min𝑥이고, 같은 방법으로 𝑦(𝑛−𝑔) ≤ max𝑥이다. 남는 값 𝑦(𝑔+1),… , 𝑦(𝑛−𝑔)는
모두 [min 𝑥,max 𝑥]에 있다. 𝑘 = 𝑔 + 1이면 𝑔 + 1개를 큰 값 𝑐로 바꿔 𝑦(𝑛−𝑔) = 𝑐로 만들 수 있고

절사평균은 𝑐/(𝑛 − 2𝑔) 이상으로 커진다. 붕괴점은 (𝑔 + 1)/𝑛이다.
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4절

연습 4.1 문제 19쪽

편향의 제곱 117.92 = 13,900, 분산 79.02/100 = 62.4이므로 평균제곱오차의 99.6%가 편향이다.

로버스트 추정량이 줄일 수 있는 것은 분산 쪽뿐이고, 그것도 이 자료에서는 크지 않다.

연습 4.2 문제 19쪽

두 값을 빼면 64개의 평균은 (66×26.21+44+2)/64 = 27.75, 표준편차는 5.08이다(11회 예제 6.2
의 계산과 같다). 로버스트 추정량들(27.0–27.5)과 가깝다. 이상치를 “골라 빼는” 것과 로버스트

추정량은 이 자료에서 거의 같은 답을 준다.

5절

연습 5.1 문제 24쪽

̂𝜃(𝑖) = (𝑛 ̄𝑋 − 𝑋𝑖)/(𝑛 − 1)이므로 ̂𝜃(𝑖) − ̂𝜃(⋅) = −(𝑋𝑖 − ̄𝑋)/(𝑛 − 1). 𝑛−1
𝑛
∑ (𝑋𝑖−𝑋̄)2

(𝑛−1)2
= 𝑠2

𝑛
.

연습 5.2 문제 24쪽

𝑋(𝑚) 이하의 관측을 빼면 남은 2𝑚 − 1개의 중앙값은 𝑋(𝑚+1)이고, 𝑋(𝑚+1) 이상을 빼면 𝑋(𝑚)이

다. 각각 𝑚번이므로 ŜE
2
jack = 𝑛−1

𝑛
⋅ 𝑛 ⋅ (𝑑/2)2, 𝑑 = 𝑋(𝑚+1) − 𝑋(𝑚)이다. 𝑑는 가운데 이웃한 두

순서통계량의 간격으로, 𝑛을 곱해도 상수로 가지 않는 무작위한 양(대략 지수분포)이다. 그래서

잭나이프 분산과 참 분산의 비가 1로 가지 않는다.

연습 5.3 문제 24쪽

𝑛번의 복원추출이 모두 관측 𝑖를 피할 확률은 (1 − 1/𝑛)𝑛 → 𝑒−1. 서로 다른 관측의 수는 지시변수

𝑛개의 합이므로 평균은 𝑛(1 − (1 − 1/𝑛)𝑛) ≈ 0.632𝑛.

연습 5.4 문제 24쪽

(1, 2, 6)의 개수 (𝑎, 𝑏, 𝑐), 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 3인 다중집합이 10개이고 확률은
3!

𝑎!𝑏!𝑐!
/27이다. 중앙값은 1

이 두 번 이상이면 1 (
1+3+3
27

= 7
27

), 6이 두 번 이상이면 6 (
7
27

), 그 밖에는 2 (
13
27

)이다.
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6절

연습 6.1 문제 27쪽

𝜓 = sign이면𝑤𝑖 = sign(𝑟𝑖)/𝑟𝑖 = 1/|𝑟𝑖|이고 고정점의 조건은∑sign(𝑟𝑖)𝐱𝑖 = 𝟎, 곧∑|𝑟𝑖|의 (부분)

기울기가 0인 조건이다. 잔차가 0에 가까우면 무게가 무한대로 가므로 max(|𝑟𝑖|, 𝛿)로 막는다.

연습 6.2 문제 27쪽

𝑘/|𝑢𝑖| = 0.38이므로 |𝑢𝑖| = 1.345/0.38 = 3.5 (척도 단위).

7절

연습 7.1 문제 29쪽

1 − 0.910 = 0.651, 1 − 0.9850 = 0.636, 1 − 0.9991000 = 0.632. 연속분포는 한 점에 확률을 주지

않으므로, 부트스트랩 분포의 큰 원자는 참 분포를 흉내 내지 못한다는 표시다.

연습 7.2 문제 29쪽

부트스트랩 표준오차 𝜎̂/√𝑛은 가장 큰 |𝑋𝑖| 하나에 지배된다. Cauchy에서 max |𝑋𝑖|는 𝑛에 비례해

커지므로 𝜎̂ ≈ max |𝑋𝑖|/√𝑛은 √𝑛처럼 커지고, 𝜎̂/√𝑛은 줄지 않은 채 표본마다 크게 달라지는

무작위한 양으로 남는다(노트북: 𝑛 = 100에서 10,000까지 중앙값이 1근처). 평균의 참 분포는 𝑛
과 무관한 Cauchy이므로 “줄지 않는다”는 것은 맞지만, 부트스트랩 분포는 어떤 고정된 분포로도

수렴하지 않는다. 정리 5.3은 𝐸|𝑋|3 < ∞(적어도 분산이 유한함)를 썼다.

연습 7.3 문제 29쪽

(1) 두 집단에서 각각 복원추출해 중앙값의 차의 부트스트랩 분포를 만든다. 중앙값은 분포의

매끄러운 함수이므로(밀도가 양수이면) 부트스트랩이 일치한다. (2) 각 집단의 중앙값 구간(8
회 정리 2.6)을 만들어 차의 구간을 보수적으로 합친다. 둘 다 “중앙값이 같다”를 귀무가설로

삼으므로 분산이 달라도 크기를 대체로 지킨다. 순위합 검정은 𝐹 = 𝐺를 검정하므로 그렇지 않다.

연습 7.4 문제 29쪽

(a) 𝑋(𝑛) ≤ 𝑠는 모든 𝑋𝑖 ≤ 𝑠와 같으므로 𝑃(𝑋(𝑛) ≤ 𝑠) = (𝑠/𝜃)𝑛이다. 𝑠 = 𝜃(1 − 𝑥/𝑛)을 넣

으면 𝑃(𝑛(𝜃 − 𝑋(𝑛))/𝜃 ≥ 𝑥) = (1 − 𝑥/𝑛)𝑛이고(연속이므로 ≥와 >가 같다), log(1 − 𝑥/𝑛)𝑛 =
𝑛 log(1 − 𝑥/𝑛) → −𝑥이므로 𝑒−𝑥로 간다([T5], [T8]). (b) 복원추출 𝑛번이 모두 최댓값이 아닌
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관측을 뽑을 확률은 독립이므로 (1 − 1/𝑛)𝑛이다. 그 여사건이 𝑋∗
(𝑛) = 𝑋(𝑛)이다(연속분포이므

로 자료에 같은 값은 확률 1로 없다). (c) 𝑉∗
𝑛 ≥ 0이고 𝑉∗

𝑛 = 0은 𝑋∗
(𝑛) = 𝑋(𝑛)과 같으므로

𝐺𝑛(0) = 1 − (1 − 1/𝑛)𝑛 → 1 − 𝑒−1 = 0.632이다. Exp(1)의 분포함수는 0에서 연속이고 𝐺(0) = 0
이므로, 분포수렴이라면 𝐺𝑛(0) → 0이어야 한다(7회 정의 2.1). 모순이다.

8절

연습 8.1 문제 32쪽

0.4 + 0.6/𝐵: 𝐵 = 1이면 1, 10이면 0.46, 100이면 0.406,∞이면 0.4.

연습 8.2 문제 32쪽

𝑧 > 0이면 미분해 𝑧 = 𝑢 − 𝑘이고 𝑢 > 𝑘일 때만 양수다. 𝑧 < 0이면 𝑧 = 𝑢 + 𝑘이고 𝑢 < −𝑘
일 때만 음수다. 나머지 경우(|𝑢| ≤ 𝑘)는 𝑧 = 0이 최소다. 값은 |𝑢| ≤ 𝑘에서 𝑢2/2, |𝑢| > 𝑘에서

𝑘2/2 + 𝑘(|𝑢| − 𝑘) = 𝑘|𝑢| − 𝑘2/2.

연습 8.3 문제 32쪽

(a) |𝑢| < 𝑘에서 𝜌′𝑘(𝑢) = 𝑢, 𝑢 > 𝑘에서 𝑘, 𝑢 < −𝑘에서 −𝑘이다. 𝑢 = 𝑘에서 왼쪽 도함수는

𝑘, 오른쪽 도함수도 𝑘이고 𝑢 = −𝑘에서도 둘 다 −𝑘이므로 𝜌𝑘는 미분가능하고 𝜌′𝑘 = 𝜓𝑘이다.

(b) 𝑧∗를 넣는다. |𝑢| ≤ 𝑘이면 𝑧∗ = 0이고 값은 𝑢2/2다. 𝑢 > 𝑘이면 𝑧∗ = 𝑢 − 𝑘이고 값은
1
2
𝑘2 + 𝑘(𝑢 − 𝑘) = 𝑘𝑢 − 𝑘2

2
다. 𝑢 < −𝑘도 대칭이다. (c) |𝑢| < 𝛽이면 𝜌𝛽(𝑢)/𝛽 = 𝑢2

2𝛽
이고, |𝑢| ≥ 𝛽

이면 𝜌𝛽(𝑢)/𝛽 = (𝛽|𝑢| − 𝛽2/2)/𝛽 = |𝑢| − 𝛽/2이다. 둘 다 smooth L1의 식이다. 𝛽𝜌𝛽는 첫 구간에서

𝛽𝑢2/2가 되어 맞지 않는다.
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