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최소제곱
방정식 27개로미지수3개를
1749 → 1943

미지수보다 방정식이 많을 때 관측들을 어떻게 결합할 것인가. 18세기 천문학자들은

이 문제를 묶음 평균과 절댓값으로 풀다가, 1805년 Legendre의 최소제곱에서 하나

의 답을 얻었다. 이 노트는 최소제곱을 사영의 기하로 다시 세우고, Gauss–Markov

정리로 그 최적성을, Cochran과 Craig의 정리로 정규 오차 아래의 정확한 분포를

증명한 뒤, Galton과 Yule의 회귀로 넘어간다.

관측을결합하라 최소제곱과정당화 회귀와정확한분포 오늘
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13회의연표: 방정식을결합하는법 축은연대순, 간격은일정하지않다

다루는것 선형모형과 결합의 문제 · 정규방정식과 QR · 사영행렬과 지렛대 · Gauss–Markov 정리(BLUE) · 정규표본의
이차형식 · Cochran과 Craig의 정리 · 계수의 𝑡와일반선형가설의 𝐹 · Frisch–Waugh–Lovell · 이분산 ·공선
성 ·Yule–Simpson · 경사하강과 ridge

원자료 Mayer의 달 칭동 방정식 27개(1750) · Boscovich의 자오선 호 5개(1757) · Laplace의 토성 방정식 24개
(1787) · Galton의 부모–자녀키(1886) · Pearson–Lee(1903) · Berkeley 대학원입학(1973)

노트북 sessions/13_least_squares/13_least_squares.ipynb—절·정리 번호가같다
워크북 13_least_squares_workbook.pdf (손으로 푸는 34문항) · 풀이판 _workbook_sol.pdf
선수지식 1–12회 (특히 5회 다변량정규 ·정리 D, 6회 Student의 정리 · 𝑡 ·𝐹, 11회 완비충분통계량, 12회 가능도비검정)



이노트를쓰는법

이 노트는 다른 책 없이 읽도록 썼다. 쓰이는 정의와 정리는 모두 이 노트나 앞 회차의 노트에서

증명한다. 이 과정의 범위를 넘어 증명하지 않는 사실은 증명없이쓰는사실상자에 따로 밝힌다.

각 절은 역사 → 정의 · 정리 → 증명 → 그림 → 연습문제 순서다. 핵심 정리의 증명은 번호 붙은

단계 1 2 3 으로 쓰고, 단계마다 오른쪽 끝에 근거(앞 정리의 번호나 정의)를 단다. 읽을 때는

근거를 가리고 “왜 이 단계가 성립하는가”를 먼저 말해 본다. 계수나 가역성처럼 따로 확인할

조건은 조건 확인 단락에 밝힌다. 나머지 정리는 증명 전략만 적고, 증명을 소문항으로 나눈 유도형

연습으로 돌린다. 이 연습은 건너뛰지 않고 손으로 쓴다.

근거에 붙은 [T1]–[T8]은 별책증명도구상자의 도구 번호다. 이 회차에서는 [T1]원소 추적(열공간과

영공간), [T2]귀류, [T4]부등식과 준정치 순서, [T6]적률생성함수의 계산을 쓴다.

연습문제는 소절 끝에 모여 있다. 난이도는★계산·확인,★★증명·응용,★★★도전이다. 모든

문제의 풀이가 부록 A에 있고, 문제 끝의풀이○○쪽을 누르면 그 쪽으로 간다. 손으로 푸는 문제는

따로 워크북(계산 드릴, 빈칸 증명, 증명 문제, 퀄형)에 모았다.

상자의뜻

정의 대상을 처음 정하는 문장. 왼쪽 선이 보라다.

정리 증명할 주장(정리·보조정리·따름정리·명제). 왼쪽 선이 빨강이다.

예제 숫자를 넣어 끝까지 계산해 보는 곳. 왼쪽 선이 파랑이다.

가정주의 빼면 정리가 무너지는 가정. 왼쪽 선이 주황이다.

증명없이쓰는사실 (예) 이 과정에서 증명하지 않고 쓰는 결과. 무엇이 참인지, 왜 그럴듯한

지, 어디서 증명되는지를 밝힌다.

역사 그 개념이 태어난 사람과 문제. 회색 선 옆의 작은 글씨다.

연습 소절 끝의 연습문제. 가는 청록 선이고, 끝에 풀이가 있는 쪽 번호가 붙는다.

색의 뜻 수식과 그림에서 보라는 모수, 청록은 데이터·확률변수, 파랑은 통계량, 빨강은 핵심

결론이다. 노트북과 같은 색이다.
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0
들어가며

여는질문. 미지수가 3개인데 관측 방정식이 27개다. 방정식들은 서로 조금씩 어긋나서 모두

를 만족하는 해가 없다. 27개를 어떻게 하나로 결합해야 하는가? 그리고 어떤 결합이 “가장

좋은가”?

1750년 괴팅겐의 천문학자 Tobias Mayer는 달 표면의 분화구 Manilius의 위치를 27일 동안 쟀다.

달은 지구를 향해 같은 면을 보이지만 조금씩 흔들린다(칭동). 그 흔들림을 정하는 세 개의 각을

알고 싶었다. 관측 하나가 세 각의 일차식 하나를 주므로 방정식은 27개였다. 세 개만 골라 풀면

답이 나오지만, 어느 세 개를 고르느냐에 따라 답이 달라진다. 한 해 전 Leonhard Euler는 목성과

토성의 운동에서 같은 종류의 문제를 만났다. 미지수 8개에 방정식 75개였다. Euler는 그 방정

식들을 결합하지 못했다. 서로 다른 조건에서 얻은 관측을 더하면 오차가 쌓일 뿐이라고 보았기

때문이다.

Mayer는 반대로 생각했다. 27개를 9개씩 세 묶음으로 나누어 묶음마다 더하면, 미지수 3개의

방정식 3개가 된다. 더하는 동안 오차가 서로 상쇄된다는 것이 그의 직관이었다. 1757년 Boscovich
는 다른 원리를 내놓았다. 보정의 절댓값 합을 최소로 하자는 것이다. 1805년 Legendre는 보정의

제곱합을 최소로 하자고 제안했다. 이것이 최소제곱이다. 4년 뒤 Gauss는 자신이 1795년부터 이

방법을 써 왔다고 주장했고, 1823년에는 정규분포를 가정하지 않고도 최소제곱이 선형불편추정량

가운데 분산이 가장 작다는 것을 증명했다. 이 결과가 Gauss–Markov정리다.

이 노트는 그 순서를 따라간다. 1절은 결합의 문제를 선형모형으로 쓰고 Mayer와 Boscovich의

방법을 해부한다. 2절은 최소제곱을 사영의 기하로 세운다. 3절은 Gauss–Markov 정리, 4절은

정규 오차 아래의 정확한 분포(Cochran과 Craig의 정리, 𝑡와 𝐹)를 증명한다. 5절은 Galton과

Yule에서 태어난 회귀를 다룬다. 6절은 원자료로 회귀 요약표의 모든 숫자를 직접 계산하고, 7
절은 가정이 깨질 때를, 8절은 신경망의 선형층과 weight decay속의 최소제곱을 본다.

학습목표

1. 관측의 결합을 선형모형 𝐲 = 𝑋𝜷+𝜺로 쓰고,Mayer의 묶음 평균과 Boscovich의 절댓값 방법이

어떤 추정량인지 계산한다.

2. 정규방정식과 사영행렬(hat matrix)의 성질을 증명하고, 최소제곱을 QR분해로 계산한다.

1
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3. Gauss–Markov 정리를 증명하고, 정규 오차 아래에서는 최소제곱추정량이 모든 불편추정량

가운데 최선임을 보인다.

4. 정규표본의 이차형식에 관한 Cochran과 Craig의 정리를 증명하고, 그로부터 계수의 𝑡 검정과

일반선형가설의 𝐹 검정을 유도한다.

5. 회귀 요약표의 모든 숫자를 직접 계산하고, 이분산·지렛대·공선성·Yule–Simpson역설에서

무엇이 깨지는지 안다.

도구 (1–12회)
다변량 정규의 정리 A · B · D, 스펙트럼 분해 (5회) Student의 정리, 𝑡 · 𝐹 (6회)

완비충분통계량 (11회) 가능도비 검정 (12회) 대수의 법칙 (7회)

선형모형 (1.1)
불편 ⟺ 𝐴𝑋 = 𝐼 (1.4)

정규방정식 (2.2)
𝑋′𝑋 ̂𝜷 = 𝑋′𝐲, 피타고라스

hat 행렬 (2.5)
사영, tr 𝐻 = 𝑝, 지렛대

적률 (3.2)
Cov ̂𝜷 = 𝜎2(𝑋′𝑋)−1

Gauss–Markov (3.3)
최소제곱은 BLUE

정규 오차 (3.6)
MLE = UMVUE
· GLS (3.7)

𝜒2 판정 (4.1)
𝐙′𝐴𝐙 ∼ 𝜒2 ⟺ 𝐴2 = 𝐴

Craig (4.4) ·
Cochran (4.5)

𝐴𝐵 = 0, ∑𝑟𝑖 = 𝑛

표본분포 (4.7)
𝑡 (4.8) · 𝐹 =
가능도비 (4.9)

최선의 선형예측 (5.1)
𝜷∗ = (𝐸𝐱𝐱′)−1𝐸𝐱𝑌

Frisch–Waugh–
Lovell (5.3)

편회귀 · VIF (5.4)

누락변수 (5.6)
𝐸 ̃𝜷1 = 𝜷1 + Γ𝜷2

Mayer · Boscovich
경사하강의 𝜅 (8.1)

Mayer의 손실 1.28 · 2.08
ridge가 이긴다 (8.6)

Galton 𝑡 = 15.7, 𝐹 = 246.8
Student = Cochran

가족 자료 · Berkeley
Yule–Simpson 역설

그림 0.1 이번 회차 정리들의 의존 관계. 화살표는 “증명에 쓰인다”는 뜻이다.

0.1 1–12회에서가져오는것

앞회차 내용

5회 보조정리 3.1 · 3.2 선형변환의 평균과 공분산, 대칭행렬의 스펙트럼 분해

5회 정리 3.8 · 3.11 · 3.17 정리A(정규의 선형변환은 정규), 정리 B(정규에서 무상관은 독립), 정리

D(이차형식은 𝜒2)

5회 정리 1.5 · 따름정리 3.19 Gauss의 특성화(평균이 최선이면 오차는 정규), 이변량 정규의 회귀식

6회 정리 1.1 · 2.2, 정의 3.1 · 4.1 표본분산의 𝑛 − 1, Student의 정리, 𝑡 분포와 𝐹 분포

11회 정리 3.3 · 4.5 Lehmann–Scheffé정리, 지수족의 완비충분통계량

12회 정의 3.1, 9회 정리 5.2 가능도비 검정, Wilks정리

2
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0.2 표기

관측은 𝑛개, 모수는 𝑝개다. 설계행렬 𝑋는 𝑛 × 𝑝의 상수 행렬이고 𝑖번째 행을 𝐱′𝑖로 쓴다. 회귀 문

헌의 관행대로 반응 벡터는 소문자 굵은 𝐲 = (𝑦1,… , 𝑦𝑛)′로 쓰고, 확률벡터로도 같은 글자를 쓴다.

𝟏은 모든 성분이 1인 벡터, 𝐼𝑛은 단위행렬이다. col(𝑋)는 𝑋의 열들이 생성하는 ℝ𝑛의 부분공간,

rank𝑋는 그 차원이다. ‖𝐯‖2 = 𝐯′𝐯이고 tr는 대각합이다. 대칭행렬 𝐴, 𝐵에 대해 𝐴 ⪰ 𝐵는 𝐴 − 𝐵
가 양의 준정치(모든 𝐜에 대해 𝐜′(𝐴 − 𝐵)𝐜 ≥ 0)라는 뜻이다.

3



수리통계학 13회 · 최소제곱 1 결합의문제 (1749–1799)

1
결합의문제 (1749–1799)

역사 18세기 천문학과 측지학은 같은 벽에 부딪혔다. 이론은 몇 개의 상수로 정해지는 식을 주고, 관측

은 그 식에 넣을 숫자를 준다. 관측이 미지수보다 많으면 방정식들이 서로 어긋난다. Euler(1749)는 목

성–토성 문제의 75개 방정식 앞에서 멈췄다. Mayer(1750)는 방정식을 묶어 더했고, Boscovich(1757)
는 보정의 절댓값 합을 최소로 했으며, Laplace(1787)는 Mayer와 비슷한 결합으로 토성의 “큰 부등”

을 풀었다. 이 반세기 동안 “관측을 결합한다”는 생각 자체가 자리 잡았다. Stigler는 이것을 통계학의

첫째 기둥 Aggregation의 탄생으로 본다.

1.1 선형모형

정의 1.1 (선형모형) 𝑛개의 관측이

𝐲 = 𝑋𝜷 + 𝜺, 𝐸𝜺 = 𝟎, Cov 𝜺 = 𝜎2𝐼𝑛

을 만족한다고 하자. 𝑋는 𝑛 × 𝑝의 상수 행렬이고 rank𝑋 = 𝑝 ≤ 𝑛이다(완전 계수). 𝜷 ∈ ℝ𝑝

와 𝜎2 > 0은 모르는 모수다. 오차에 대한 두 조건(평균 0, 서로 무상관이고 분산이 같음)을

Gauss–Markov 가정이라 한다. 정규분포는 가정하지 않는다.

완전 계수는 “미지수가 실제로 𝑝개”라는 뜻이다. 어떤 열이 다른 열들의 일차결합이면 그 열에

해당하는 모수는 자료로 가려낼 수 없다. 𝑝 = 1, 𝑋 = 𝟏이면 𝑦𝑖 = 𝜇 + 𝜀𝑖, 곧 한 양을 𝑛번 잰

모형이다. 1–12회의 “iid표본”은 이 모형의 가장 단순한 경우다.

예제 1.2 (Mayer의 27개 방정식) Mayer가 𝑖번째 날 잰 Manilius의 위치에서 계산한 값을

𝑦𝑖(도)라 하면, 칭동 이론은

𝑦𝑖 = −𝛽 + 𝛼𝑥𝑖2 + (𝛼 sin 𝜃) 𝑥𝑖3 + 𝜀𝑖 (𝑖 = 1,… , 27)

를 준다. 𝛽는 달 적도에서 잰Manilius의 위도이고, 𝛼와 𝜃는 달 적도면의 기울기를 정하는 두

각이다. 𝑥𝑖2, 𝑥𝑖3은 그날 달의 위치에서 계산되는 삼각함수 값이다. 처음 세 날의 값은 다음과

4
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같다.

𝑖 𝑦𝑖 𝑥𝑖2 𝑥𝑖3
1 −13.167 0.8836 −0.4682
2 −13.133 0.9996 −0.0282
3 −13.200 0.9899 0.1421

𝜃가 사인 속에 있어서 모형은 (𝛽, 𝛼, 𝜃)에 대해 선형이 아니다. 그러나 𝛾 = 𝛼 sin 𝜃로 바꿔

쓰면 (𝛽, 𝛼, 𝛾)의 선형모형이 된다. 𝑋의 첫 열은 모두 −1, 둘째·셋째 열은 𝑥𝑖2, 𝑥𝑖3이다. 𝛾를
추정한 뒤 ̂𝜃 = arcsin( ̂𝛾/𝛼̂)로 돌아간다. 9회 정리 1.3(MLE의 불변성)과 같은 재모수화다.

정의 1.3 (선형불편추정량) ̃𝜷 = 𝐴𝐲 (𝐴는 𝑝 × 𝑛 상수 행렬) 꼴의 추정량을 선형추정량이라

한다. 모든 𝜷에서 𝐸 ̃𝜷 = 𝜷이면 선형불편추정량(LUE)이다.

명제 1.4 (선형불편의조건) 선형추정량 𝐴𝐲가 불편 ⟺ 𝐴𝑋 = 𝐼𝑝.

증명. 𝐸𝐴𝐲 = 𝐴𝑋𝜷이다(5회 보조정리 3.1). 이것이 모든 𝜷에서 𝜷와 같으려면 𝜷에 표준기저

𝐞1,… , 𝐞𝑝를 차례로 넣어 𝐴𝑋의 열이 𝐼𝑝의 열과 같아야 한다. 거꾸로 𝐴𝑋 = 𝐼𝑝이면 𝐴𝑋𝜷 = 𝜷
이다.

1.2 Mayer의 묶음평균

Mayer는 27개 방정식을 𝑥𝑖2(곧 𝛼의 계수)의 크기에 따라 9개씩 세 묶음으로 나눴다. 묶음 I은 𝑥𝑖2
가 1에 가까운 날(1, 2, 3, 6, 9, 10, 11, 12, 27번), 묶음 II는 𝑥𝑖2가 음수인 날(8, 18, 19, 21–26번),

묶음 III은 나머지다. 묶음마다 방정식을 더하면

−9𝛽 + 8.4987 𝛼 − 0.7932 𝛾 = −118.133,

−9𝛽 − 6.1404 𝛼 + 1.7443 𝛾 = −140.283,

−9𝛽 + 2.7977 𝛼 + 7.9649 𝛾 = −127.533

의 세 방정식이 된다. 오차항은 더한 뒤 버린다.

예제 1.5 (묶음평균은선형불편추정량이다) 묶음을 나타내는 27×3행렬𝐺(𝑖가 묶음 𝑗에 속하면

𝐺𝑖𝑗 = 1, 아니면 0)를 쓰면 묶음의 합은 𝐺′𝐲 = 𝐺′𝑋𝜷 + 𝐺′𝜺이고, Mayer의 해는

̃𝜷M = (𝐺′𝑋)−1𝐺′𝐲

이다. 𝐴 = (𝐺′𝑋)−1𝐺′로 두면 𝐴𝑋 = 𝐼3이므로 명제 1.4로 선형불편이다. 위의 세 방정식을

풀면 ̂𝛽 = 14.547∘ = 14∘32.8′, 𝛼̂ = 1.4958∘ = 1∘29.7′, ̂𝛾 = −0.0996이고 ̂𝜃 = arcsin( ̂𝛾/𝛼̂) =
−3∘49.1′이다(연습 1.1). 아무 세 방정식을 골라 푸는 것도 𝐺가 선택 행렬인 경우이므로 역시
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선형불편이다. 27개에서 3개를 고르는 방법은 (27
3
) = 2925가지다.

모든 선형불편추정량은 평균적으로 옳다. 그렇다면 무엇으로 고르나? 답은 분산이다. Mayer는
묶어 더하면 정확도가 결합한 방정식의 수에 비례해 좋아진다고 썼다. 실제로는 표준편차가 그

수의 제곱근에 비례해 줄어든다(연습 1.2). 비례 상수가 틀렸어도, “더하면 좋아진다”는 직관은

옳았다. 3절의 Gauss–Markov 정리는 모든 선형불편추정량 가운데 분산이 가장 작은 것이 최소

제곱임을 보인다. Mayer의 해는 그보다 분산이 크다는 것도 거기서 계산한다.

1.3 Boscovich의 절댓값 (1757)

Newton은 지구가 극 쪽으로 납작하다고 예측했다. 그렇다면 위도 1도에 해당하는 자오선 호의

길이는 극으로 갈수록 길어야 한다. 위도 𝐿에서의 길이는 근사적으로

𝑎(𝐿) = 𝑎0 + 𝑎1 sin2 𝐿

이고, 납작한 정도(편평률)는 𝑓 ≈ 𝑎1/(3𝑎0)이다. 1750년대까지 다섯 곳에서 이 길이를 쟀다.

미지수 2개에 방정식 5개다.

장소 위도 𝑥 = sin2 𝐿 𝑦 (toise) Boscovich해의 잔차

Quito 0∘0′ 0 56751 0.0

희망봉 33∘18′ 0.2987 57037 79.2

로마 42∘59′ 0.4648 56979 −93.8

파리 49∘23′ 0.5762 57074 −75.9

Lapland 66∘19′ 0.8386 57422 90.5

Boscovich는 직선 𝑦 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥에 두 조건을 걸었다. (i) 보정(잔차)의 합이 0이다. (ii) 그 조건

아래 보정의 절댓값 합이 가장 작다.

명제 1.6 (Boscovich의 해는 가중 중앙값이다) 𝑥𝑖들이 모두 같지는 않다고 하자. 조건 (i)을
만족하는 직선은 무게중심 ( ̄𝑥, ̄𝑦)를 지난다. 그 위에서 절댓값 합은

𝑛
∑
𝑖=1

|𝑦𝑖 − 𝑏0 − 𝑏1𝑥𝑖| = ∑
𝑖∶ 𝑥𝑖≠𝑥̄

|𝑥𝑖 − ̄𝑥| ||𝑠𝑖 − 𝑏1|| + ∑
𝑖∶ 𝑥𝑖=𝑥̄

|𝑦𝑖 − ̄𝑦|, 𝑠𝑖 =
𝑦𝑖 − ̄𝑦
𝑥𝑖 − ̄𝑥

이고, 이를 최소로 하는 𝑏1은 기울기 𝑠𝑖들의 가중 중앙값(무게 𝑤𝑖 = |𝑥𝑖 − ̄𝑥|)이다. 곧 𝑠𝑖를
크기 순으로 늘어놓고 무게를 누적했을 때 누적 무게가 처음으로 전체의 절반 이상이 되는

𝑠𝑖다.
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증명. (i)∑(𝑦𝑖−𝑏0−𝑏1𝑥𝑖) = 0은 𝑏0 = ̄𝑦−𝑏1 ̄𝑥와 같다. 대입하면 𝑦𝑖−𝑏0−𝑏1𝑥𝑖 = (𝑦𝑖− ̄𝑦)−𝑏1(𝑥𝑖− ̄𝑥)
이고, 𝑥𝑖 ≠ ̄𝑥인 항은 |𝑥𝑖 − ̄𝑥| |𝑠𝑖 − 𝑏1|로 쓸 수 있다. 나머지 항은 𝑏1과 무관하다.

𝑔(𝑏) = ∑𝑤𝑖|𝑠𝑖 − 𝑏|는 볼록한 조각별 일차함수이고, 𝑠𝑖들이 아닌 점에서의 기울기는 𝑔′(𝑏) =
∑𝑠𝑖<𝑏

𝑤𝑖 −∑𝑠𝑖>𝑏
𝑤𝑖이다. 이 값은 𝑏가 커지면서 −∑𝑤𝑖에서 +∑𝑤𝑖까지 늘어나고, 처음으로 0

이상이 되는 곳이 최소점이다. 그 점이 누적 무게가 절반을 넘는 𝑠𝑖, 곧 가중 중앙값이다.

예제 1.7 (다섯 개의 호) 무게중심은 ( ̄𝑥, ̄𝑦) = (0.4357, 57052.6)이다. 다섯 기울기를 크기 순

으로 쓰면 로마 −2525.7 (무게 0.029), 희망봉 113.9 (0.137), 파리 152.3 (0.141), Quito 692.3
(0.436), Lapland 916.8 (0.403)이다. 누적 무게의 비율은 0.025, 0.145, 0.268, 0.648, 1이므로

가중 중앙값은 Quito의 기울기 692.3이다. Boscovich의 직선은 𝑦 = 56751 + 692.3 𝑥이고

편평률은 1/246이다. 최소제곱 직선은 𝑦 = 56737.4 + 723.4 𝑥 (편평률 1/235)이고, 조건 (i)
없이 절댓값 합만 최소로 하면 Quito와 Lapland를 지나는 𝑦 = 56751+ 800.1 𝑥 (1/213)이다.

오늘의 값은 약 1/298이다. 다섯 측정 자체에 계통오차가 있었다(그림 1.1).

가정 주의 표의 희망봉 값 0.2987은 Boscovich가 위도를 33∘8′로 잘못 넣어 계산한 것이다.

33∘18′이면 0.3014다. 이 오류는 결론을 거의 바꾸지 않는다(최소제곱 편평률 1/235.3 →
1/234.9). 이 노트는 역사적 계산을 재현하려고 원래 값을 쓴다.

조건 (ii)만 쓰는 최소절댓값(LAD) 추정은 1799년 Laplace가 알고리즘으로 정리했고, 1978년
Koenker와 Bassett가 분위수 회귀로 일반화했다. 다음 명제는 그 해가 왜 늘 몇 개의 관측을 정확히

지나는지 설명한다.
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five arcs, three lines

least squares (1/235)
Boscovich (1/246)
least abs. (1/213)
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LS 723

Boscovich: minimize absolute sum

그림 1.1 Boscovich의 다섯 호. 왼쪽: 최소제곱(파랑), Boscovich(주황), 제약 없는 최소절댓값(보라)의

세 직선. 오른쪽: 무게중심을 지나는 직선들의 절댓값 합 𝑔(𝑏1). 꺾이는 점이 다섯 기울기 𝑠𝑖이고,

최소점은 가중 중앙값인 Quito의 기울기 692.3이다.

7



수리통계학 13회 · 최소제곱 1 결합의문제 (1749–1799)

명제 1.8 (최소절댓값해는관측 𝑝개를지난다) rank𝑋 = 𝑝이면 ∑𝑖 |𝑦𝑖 −𝐱′𝑖𝐛|를 최소로 하는 𝐛
가운데, 𝐱𝑖들이 일차독립인 관측 𝑝개에서 잔차가 0인 것이 있다.

증명. 𝑝개의 초평면 {𝐛 ∶ 𝐱′𝑖𝐛 = 𝑦𝑖}로 ℝ𝑝를 나누면, 각 조각 안에서 잔차의 부호가 고정되므로

목적함수는 일차함수다. 𝐱𝑖들이 ℝ𝑝를 생성하므로 각 조각은 직선을 포함하지 않는 다면체이고,

꼭짓점은 일차독립인 초평면 𝑝개의 교점이다. 목적함수는 0이상이므로 각 조각에서 아래로 유계

이고, 아래로 유계인 일차함수는 그런 다면체 위에서 꼭짓점에서 최솟값을 갖는다(선형계획법의

기본 정리). 전체 최솟값은 어느 조각의 최솟값이므로 어느 꼭짓점에서 달성된다.

다섯 호에서 제약 없는 해가 Quito와 Lapland를 지나는 것, Boscovich의 해가 무게중심과 Quito
를 지나는 것이 이 명제의 모습이다.Mayer의 자료에서 최소절댓값 해는 ̂𝛽 = 14∘34.1′, 𝛼̂ = 1.515∘

이고 세 방정식을 정확히 지난다(6절).

연습문제

연습 1.1 (Mayer의 해 ★) 본문의 묶음 방정식 세 개를 풀어 예제 1.5의 ̂𝛽, 𝛼̂, ̂𝛾, ̂𝜃를 확인하라.

풀이 50쪽

연습 1.2 (정확도는 제곱근으로 ★) 𝜀1,… , 𝜀𝑚이 서로 무상관이고 분산이 𝜎2이면 평균 ̄𝜀의 표

준편차가 𝜎/√𝑚임을 보여라. Mayer의 묶음 하나(𝑚 = 9)를 더해 9로 나누면 표준편차는 몇

분의 1이 되는가? 풀이 50쪽

연습 1.3 (위치모형의세방법★) 𝑦𝑖 = 𝜇+𝜀𝑖 (𝑋 = 𝟏)에서 (a) 최소제곱 해는 ̄𝑦, (b) 최소절댓값

해는 표본 중앙값, (c) Boscovich의 조건 (i)만으로 해가 ̄𝑦로 정해짐을 보여라. 풀이 50쪽

연습 1.4 (선형계획법★★) 최소절댓값 문제가 선형계획법

min
𝑛
∑
𝑖=1
(𝑢𝑖 + 𝑣𝑖) s.t. 𝑋𝐛 + 𝐮 − 𝐯 = 𝐲, 𝐮, 𝐯 ≥ 𝟎

과 같음을 보여라. 최적해에서 각 𝑖마다 𝑢𝑖𝑣𝑖 = 0임을 보여라. 풀이 50쪽

연습 1.5 (세 방정식만 고르기 ★★) Mayer의 방정식에서 세 개를 골라 정확히 풀어 얻는 추

정량을 ̃𝜷𝑆 = 𝑋−1
𝑆 𝐲𝑆라 하자(𝑋𝑆는 고른 세 행). 𝐴𝑋 = 𝐼3인 𝐴를 써서 이것이 선형불편임을

보이고, Cov ̃𝜷𝑆 = 𝜎2(𝑋 ′
𝑆𝑋𝑆)−1임을 보여라. 2925가지 가운데 det 𝑋𝑆가 0에 가까운 것은 왜

나쁜가? 풀이 51쪽
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2
최소제곱과사영의기하

역사 1805년 Adrien-Marie Legendre는 혜성 궤도를 정하는 책의 부록에최소제곱법에대하여를 실었다.

“제안될 수 있는 모든 원리 가운데 오차의 제곱합을 최소로 하는 것보다 더 일반적이고, 더 정확하며,

더 쓰기 쉬운 것은 없다고 생각한다. 이렇게 하면 오차들 사이에 일종의 평형이 세워져 극단의 오차가

지나친 힘을 쓰지 못하고, 진실에 가장 가까운 상태가 드러난다.” 정당화는 없었다. 쓰기 쉽다는 것이

거의 전부였다. 미분하면 미지수 수만큼의 일차방정식이 나오고, 그것은 손으로 풀 수 있었다. 4년 뒤

Gauss는 천체운동론(1809)에서 이 방법을 “1795년부터 써 온 우리의 원리”라고 불렀다. Legendre는
분개했고, 우선권 다툼은 오래 이어졌다.

2.1 정규방정식

정의 2.1 (최소제곱추정량) 𝑆(𝐛) = ‖𝐲−𝑋𝐛‖2 = ∑𝑛
𝑖=1(𝑦𝑖−𝐱′𝑖𝐛)2을 최소로 하는 ̂𝜷을 최소제곱

추정량(LSE)이라 한다. 𝐲̂ = 𝑋 ̂𝜷을 적합값, 𝐞 = 𝐲−𝐲̂를 잔차, RSS = ‖𝐞‖2를 잔차제곱합이라

한다.

정리 2.2 (정규방정식) (a) ̂𝜷이 𝑆를 최소로 한다 ⟺ 𝑋 ′𝑋 ̂𝜷 = 𝑋 ′𝐲 (정규방정식). (b) 정규방

정식은 언제나 해를 갖는다. (c) rank𝑋 = 𝑝이면 해는 하나뿐이고 ̂𝜷 = (𝑋 ′𝑋)−1𝑋 ′𝐲이다.

증명. 전략 (a)는 피타고라스 항등식으로 보인다. 정규방정식을 푸는 ̂𝜷에서는 잔차가 col(𝑋)와
직교하므로, 다른 점 𝑋𝐛까지의 거리는 늘어나기만 한다. (b)는 𝑋 ′𝑋와 𝑋의 영공간이 같다는

것에서 나온다.

(a)⇐

1 𝑋 ′(𝐲−𝑋 ̂𝜷) = 𝟎라 하고 아무 𝐛를 잡으면 𝐲−𝑋𝐛 = (𝐲−𝑋 ̂𝜷)+𝑋( ̂𝜷−𝐛)이다. 더하고빼기 [T4]

2 제곱하면 교차항은 2( ̂𝜷 − 𝐛)′𝑋 ′(𝐲 − 𝑋 ̂𝜷) = 0이다. 가정

3 따라서

𝑆(𝐛) = 𝑆( ̂𝜷) + ‖𝑋(𝐛 − ̂𝜷)‖2 ≥ 𝑆( ̂𝜷). 1 2

9
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(a)⇒

1 𝑆(𝐛) = 𝐲′𝐲 − 2𝐛′𝑋 ′𝐲 + 𝐛′𝑋 ′𝑋𝐛는 𝐛의 이차식이고 ∇𝑆(𝐛) = −2𝑋 ′(𝐲 − 𝑋𝐛)이다.

∇𝐛′𝑀𝐛 = 2𝑀𝐛 (𝑀 대칭)

2 최소점에서 기울기는 𝟎이므로 𝑋 ′𝑋 ̂𝜷 = 𝑋 ′𝐲이다. 극값의필요조건

(b)

1 𝑋 ′𝑋𝐯 = 𝟎이면 ‖𝑋𝐯‖2 = 𝐯′𝑋 ′𝑋𝐯 = 0이므로 𝑋𝐯 = 𝟎이다. 거꾸로는 바로 나오므로 𝑋 ′𝑋와

𝑋의 영공간은 같다. 원소추적 [T1]

2 rank𝑋 ′𝑋 = 𝑝 − dimnull(𝑋) = rank𝑋 = rank𝑋 ′이다. 1 , 차원 정리

3 col(𝑋 ′𝑋) ⊆ col(𝑋 ′)이고 두 공간의 차원이 같으므로 col(𝑋 ′𝑋) = col(𝑋 ′)이다. 2

4 𝑋 ′𝐲 ∈ col(𝑋 ′) = col(𝑋 ′𝑋)이므로 𝑋 ′𝑋𝐛 = 𝑋 ′𝐲를 푸는 𝐛가 있다. 3

(c)

1 rank𝑋 = 𝑝이면 (b)의 2 로 rank𝑋 ′𝑋 = 𝑝이므로 𝑝 × 𝑝 행렬 𝑋 ′𝑋는 가역이고, 해는

(𝑋 ′𝑋)−1𝑋 ′𝐲 하나다. 가역행렬

(a)의 항등식 𝑆(𝐛) = 𝑆( ̂𝜷)+ ‖𝑋(𝐛− ̂𝜷)‖2은 이 회차 전체에서 되풀이된다. 최소제곱은 피타고라스

정리다.
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따름정리 2.3 (상수항이 있으면) 𝟏 ∈ col(𝑋)이면(예컨대 𝑋의 한 열이 𝟏이면) ∑𝑖 𝑒𝑖 = 0이고,

적합한 평면은 무게중심 (𝐱̄, ̄𝑦)를 지난다.

증명. 정규방정식은 𝑋 ′𝐞 = 𝟎, 곧 𝐞가 𝑋의 모든 열과 직교한다는 뜻이다. 𝟏 = 𝑋𝐚이면 𝟏′𝐞 =
𝐚′𝑋 ′𝐞 = 0이다. ∑𝑖(𝑦𝑖 − 𝐱′𝑖 ̂𝜷) = 0을 𝑛으로 나누면 ̄𝑦 = 𝐱̄′ ̂𝜷이다.

Boscovich의 조건 (i)(보정의 합이 0)은 최소제곱에서 저절로 성립한다. Legendre가 말한 “평형”

이 이것이다.

2.2 사영행렬

보조정리 2.4 (대칭 멱등행렬) 𝑃가 𝑛 × 𝑛 대칭행렬이고 𝑃2 = 𝑃이면

(a) 𝑃의 고유값은 0또는 1이고, rank 𝑃 = tr 𝑃이다.

(b) 𝑟 = rank 𝑃이면 𝑈 ′𝑈 = 𝐼𝑟인 𝑛 × 𝑟 행렬 𝑈가 있어 𝑃 = 𝑈𝑈 ′이고 col(𝑃) = col(𝑈)이다.

(c) 𝐼 − 𝑃도 대칭 멱등이고 rank(𝐼 − 𝑃) = 𝑛 − 𝑟이다.

(d) 모든 𝐯에 대해 𝐯 = 𝑃𝐯 + (𝐼 − 𝑃)𝐯이고 두 조각은 직교한다. 𝑃𝐯는 col(𝑃)에서 𝐯에 가장

가까운 점이다.

증명. 전략 스펙트럼 분해 𝑃 = 𝑉Λ𝑉 ′(5회 보조정리 3.2)에서 𝑃2 = 𝑃를 고유값의 식 𝜆2𝑖 = 𝜆𝑖로
바꾼다. 나머지는 고유값 1의 고유벡터들로 𝑃를 다시 쓰고 피타고라스를 쓴다. 단계별 증명은

연습 2.7(유도형)에서 직접 쓴다. 완성된 증명은 부록 A의 풀이 52쪽에 있다.

이런 𝑃를 col(𝑃) 위로의 직교사영행렬이라 한다.

정리 2.5 (hat 행렬) rank𝑋 = 𝑝일 때 𝐻 = 𝑋(𝑋 ′𝑋)−1𝑋 ′라 하자.

(a) 𝐻는 대칭 멱등이고 col(𝐻) = col(𝑋), rank𝐻 = tr𝐻 = 𝑝이다. 곧 𝐻는 col(𝑋) 위로의

직교사영이다.

(b) 𝐲̂ = 𝐻𝐲, 𝐞 = (𝐼 − 𝐻)𝐲이고 𝑋 ′𝐞 = 𝟎, 𝐲̂′𝐞 = 0, ‖𝐲‖2 = ‖𝐲̂‖2 + ‖𝐞‖2이다.

(c) RSS = 𝐲′(𝐼 − 𝐻)𝐲이고 𝐼 − 𝐻는 col(𝑋)⟂ 위로의 사영으로 계수가 𝑛 − 𝑝이다.

(d) 𝑇가 𝑝×𝑝가역행렬이면 𝑋𝑇로 만든 hat행렬도 𝐻이다. 적합값과 잔차는 모수를 어떻게

매기느냐와 무관하다.

증명. 전략 대칭과 멱등은 곱을 직접 계산해 확인하고, 열공간은 두 방향의 포함으로 보인다 [T1].

계수는 대각합 tr 𝐴𝐵 = tr 𝐵𝐴로 구하고 보조정리 2.4를 쓴다. 단계별 증명은 연습 2.8(유도형)에서

직접 쓴다. 완성된 증명은 부록 A의 풀이 52쪽에 있다.

𝐲는 𝑛차원 공간의 점이고 col(𝑋)는 그 안의 𝑝차원 평면이다. 최소제곱은 𝐲에서 평면까지 수선을
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col(𝑋)

col(𝑋0)

𝟎

𝐲

𝐲̂ = 𝐻𝐲

𝐞 = (𝐼 − 𝐻)𝐲

𝑋𝐛

𝐲̂0

직각: 𝑋′𝐞 = 𝟎 (정규방정식)
‖𝐲 − 𝑋𝐛‖2 = ‖𝐞‖2 + ‖𝐲̂ − 𝑋𝐛‖2

RSS = ‖𝐞‖2, RSS0 = ‖𝐲 − 𝐲̂0‖2

RSS0 −RSS = ‖𝐲̂ − 𝐲̂0‖2
= 𝐹 통계량의분자 (정리 4.9)

그림 2.1 최소제곱의 기하. 적합값 𝐲̂ = 𝐻𝐲는 𝐲를 평면 col(𝑋)에 수직으로 내린 발이고, 잔차 𝐞는 평면과

직교한다. 평면 위의 다른 점 𝑋𝐛까지의 거리는 피타고라스로 ‖𝐲 − 𝑋𝐛‖2 = ‖𝐞‖2 + ‖𝐲̂ − 𝑋𝐛‖2이다. 평면

안의 직선 col(𝑋0)는 4절의 귀무가설 모형이다. 𝐲를 그 위로 내린 𝐲̂0에 대해 RSS0 − RSS = ‖𝐲̂ − 𝐲̂0‖2

이고, 이것이 𝐹 통계량의 분자다.

내리는 일이다(그림 2.1). 5회 6절에서 본 Pearson(1901)의 주성분이 수직 거리를 최소화했다면,

최소제곱은 𝑦 방향의 거리를 최소화한다. 그림 속 공간은 관측 하나하나가 축인 공간이지, 산점

도의 평면이 아니다.

명제 2.6 (결정계수) 𝟏 ∈ col(𝑋)이면 TSS = ∑(𝑦𝑖 − ̄𝑦)2, ESS = ∑( ̂𝑦𝑖 − ̄𝑦)2에 대해

TSS = ESS + RSS, 𝑅2 ∶= ESS
TSS = 1 − RSS

TSS = Corr(𝐲, 𝐲̂)2

이다. 여기서 Corr는 두 벡터의 표본상관계수다.

증명. 𝐻𝟏 = 𝟏이므로 𝐲̂ − ̄𝑦𝟏 = 𝐻(𝐲 − ̄𝑦𝟏)이고 𝐞 = (𝐼 − 𝐻)(𝐲 − ̄𝑦𝟏)이다. 보조정리 2.4(d)
로 ‖𝐲 − ̄𝑦𝟏‖2 = ‖𝐲̂ − ̄𝑦𝟏‖2 + ‖𝐞‖2. 따름정리 2.3로 𝐲̂의 평균도 ̄𝑦이고, 𝐞 ⟂ (𝐲̂ − ̄𝑦𝟏)이므로

(𝐲 − ̄𝑦𝟏)′(𝐲̂ − ̄𝑦𝟏) = ESS이다. 따라서 Corr(𝐲, 𝐲̂)2 = ESS2/(TSS ⋅ ESS) = ESS/TSS.

명제 2.7 (지렛대) ℎ𝑖𝑖 = 𝐱′𝑖(𝑋 ′𝑋)−1𝐱𝑖를 관측 𝑖의 지렛대(leverage)라 한다. ̂𝑦𝑖 = ∑𝑗 ℎ𝑖𝑗𝑦𝑗
이므로 ℎ𝑖𝑖 = 𝜕 ̂𝑦𝑖/𝜕𝑦𝑖이다.

(a) 0 ≤ ℎ𝑖𝑖 ≤ 1이고 ∑𝑖 ℎ𝑖𝑖 = 𝑝이다.

(b) 𝟏 ∈ col(𝑋)이면 ℎ𝑖𝑖 ≥ 1/𝑛이다.

(c) Cov 𝐞 = 𝜎2(𝐼 − 𝐻)이므로 Var 𝑒𝑖 = 𝜎2(1 − ℎ𝑖𝑖)이다. 지렛대가 큰 점은 잔차가 작게

나온다.

증명. 전략 𝐻 = 𝐻𝐻′의 대각원소를 비교한다. (b)는 𝐻 − 𝐽 (𝐽 = 𝟏𝟏′/𝑛)도 대칭 멱등임을 보여 (a)
의 논리를 한 번 더 쓴다. 단계별 증명은 연습 2.9(유도형)에서 직접 쓴다. 완성된 증명은 부록 A
의 풀이 52쪽에 있다.
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지렛대의 평균은 𝑝/𝑛이다. Mayer의 자료(𝑝/𝑛 = 3/27 = 0.111)에서 가장 큰 지렛대는 26번 방정

식의 0.247이다. 7절에서 지렛대가 1인 점이 무엇을 하는지 본다.

2.3 계산: QR 분해

정규방정식을 곧이곧대로 풀면 수치적으로 위험할 수 있다. 표준 방법은 QR분해다.

알고리즘 2.8 (QR로 푸는최소제곱)

1. 𝑋 = 𝑄𝑅로 분해한다. 𝑄는 𝑛 × 𝑝이고 𝑄′𝑄 = 𝐼𝑝, 𝑅은 대각원소가 양수인 𝑝 × 𝑝 상삼각행

렬이다. (𝑋의 열에 Gram–Schmidt를 차례로 쓰면 얻는다. 연습 2.6)

2. 𝐳 = 𝑄′𝐲를 계산한다.

3. 𝑅 ̂𝜷 = 𝐳를 아래 행부터 거꾸로 대입해 푼다.

4. 𝐲̂ = 𝑄𝐳, RSS = ‖𝐲‖2 − ‖𝐳‖2, (𝑋 ′𝑋)−1 = 𝑅−1𝑅−T.

왜 맞나. 𝑋 ′𝑋 = 𝑅′𝑄′𝑄𝑅 = 𝑅′𝑅이므로 정규방정식은 𝑅′𝑅 ̂𝜷 = 𝑅′𝑄′𝐲이고, 𝑅′가 가역이므로

𝑅 ̂𝜷 = 𝑄′𝐲이다. 𝐻 = 𝑄𝑅(𝑅′𝑅)−1𝑅′𝑄′ = 𝑄𝑄′이다.

왜 안전한가. 행렬 𝑀의 조건수 𝜅(𝑀)(가장 큰 특이값 / 가장 작은 특이값)는 선형방정식을 풀 때

잃는 유효숫자의 자릿수를 대략 log10 𝜅로 알려 준다. 𝑋 ′𝑋의 특이값은 𝑋의 특이값의 제곱이므로

𝜅(𝑋 ′𝑋) = 𝜅(𝑋)2이다. 정규방정식은 QR보다 두 배의 자릿수를 잃는다. Galton의 자료(5절)에서

𝑋 = [𝟏, 부모 키]의 𝜅(𝑋 ′𝑋)는 6.8 × 106이다. 부모 키에서 평균을 빼면 3.19가 된다. 키가 평균

68인치 근처에 몰려 있어서 상수 열과 거의 평행하기 때문이다. 8절에서 이 숫자가 경사하강의

속도를 정하는 것을 본다.

예제 2.9 (Mayer의 최소제곱해) Mayer의 27개 방정식에 최소제곱을 쓰면

̂𝛽 = 14.558∘ = 14∘33.5′, 𝛼̂ = 1.5058∘ = 1∘30.3′, ̂𝛾 = −0.0719, ̂𝜃 = −2∘44.3′

이고 RSS = 0.5689이다. 묶음 평균(예제 1.5)과 비교하면 𝛽와 𝛼는 1분 안쪽으로 같고, 𝜃는

1도 넘게 다르다. 6절에서 𝜃의 표준오차가 약 2∘임을 보면 이 차이가 놀랍지 않다. 27개의

방정식은 𝜃를 잘 정하지 못한다.
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연습문제

연습 2.1 (단순회귀★) 𝑦𝑖 = 𝑏0+𝑏1𝑥𝑖+𝜀𝑖에서 정규방정식을 풀어 ̂𝑏1 = 𝑆𝑥𝑦/𝑆𝑥𝑥, ̂𝑏0 = ̄𝑦− ̂𝑏1 ̄𝑥
임을 보여라. 여기서 𝑆𝑥𝑦 = ∑(𝑥𝑖 − ̄𝑥)(𝑦𝑖 − ̄𝑦), 𝑆𝑥𝑥 = ∑(𝑥𝑖 − ̄𝑥)2이다. 𝑅2이 표본상관계수의

제곱과 같음도 보여라. 풀이 51쪽

연습 2.2 (평균의 hat 행렬★) 𝑋 = 𝟏이면 𝐻 = 𝟏𝟏′/𝑛이고 𝐲̂ = ̄𝑦𝟏임을 보여라. RSS/(𝑛 − 1)은
무엇인가? 풀이 51쪽

연습 2.3 (단순회귀의 지렛대 ★) 단순회귀에서 ℎ𝑖𝑖 =
1
𝑛
+ (𝑥𝑖−𝑥̄)2

𝑆𝑥𝑥
임을 보여라. 𝑥가 열 번은 8

이고 한 번은 19인 자료(𝑛 = 11)에서 𝑥 = 19인 점의 지렛대를 구하라. 풀이 51쪽

연습 2.4 (단위를바꾸면★) 키를 인치에서 센티미터로 바꾸면(𝑥 ↦ 2.54𝑥) 단순회귀의 ̂𝑏0, ̂𝑏1,
적합값, 𝑅2은 각각 어떻게 바뀌는가? 정리 2.5(d)로 설명하라. 풀이 51쪽

연습 2.5 (변수를 더하면 ★) 𝑋에 열 𝐳를 더한 [𝑋, 𝐳]로 최소제곱을 하면 RSS가 늘지 않음을

보여라. 따라서 𝑅2은 변수를 더할수록 줄지 않는다. 풀이 51쪽

연습 2.6 (Gram–Schmidt와QR★★) 𝑋의 열 𝐱(1),… , 𝐱(𝑝)이 일차독립이면, 𝐪1 = 𝐱(1)/‖𝐱(1)‖,
𝐪𝑘 ∝ 𝐱(𝑘) −∑𝑗<𝑘(𝐪′𝑗𝐱(𝑘))𝐪𝑗 (길이 1로 맞춤)로 만든 𝑄 = [𝐪1,… , 𝐪𝑝]와 어떤 상삼각행렬 𝑅
에 대해 𝑋 = 𝑄𝑅임을 보여라. 𝑅의 원소는 무엇인가? 풀이 51쪽

연습 2.7 (대칭 멱등행렬의 성질 ★★ 유도형) 𝑃가 대칭이고 𝑃2 = 𝑃이다. 보조정리 2.4를 다음

순서로 증명하라.

(a) 스펙트럼 분해 𝑃 = 𝑉Λ𝑉 ′에서 𝑃2 = 𝑃가 𝜆2𝑖 = 𝜆𝑖와 같음을 보이고, rank 𝑃가 1인 고유값

의 수이며 tr 𝑃와 같음을 보여라.

(b) 고유값 1에 해당하는 𝑉의 열을 모은 𝑈로 𝑃 = 𝑈𝑈 ′, 𝑈 ′𝑈 = 𝐼𝑟, col(𝑃) = col(𝑈)를
보여라.

(c) (𝐼 − 𝑃)2 = 𝐼 − 𝑃와 tr(𝐼 − 𝑃) = 𝑛 − 𝑟을 보여라.

(d) (𝑃𝐯)′(𝐼 − 𝑃)𝐯 = 0을 보이고, 𝐰 ∈ col(𝑃)이면 ‖𝐯 −𝐰‖2 = ‖(𝐼 − 𝑃)𝐯‖2 + ‖𝑃𝐯 −𝐰‖2임을

써서 𝑃𝐯가 col(𝑃)에서 𝐯에 가장 가까운 점임을 보여라.

풀이 52쪽

연습 2.8 (hat 행렬의 성질 ★★ 유도형) rank𝑋 = 𝑝, 𝐻 = 𝑋(𝑋 ′𝑋)−1𝑋 ′이다. 정리 2.5을 다음

순서로 증명하라.

(a) 𝐻′ = 𝐻, 𝐻2 = 𝐻를 곱을 전개해 확인하라. 𝐻𝑋 = 𝑋에서 col(𝑋) ⊆ col(𝐻)를, 𝐻 =
𝑋(𝑋 ′𝑋)−1𝑋 ′의 꼴에서 col(𝐻) ⊆ col(𝑋)를 보여라.

(b) tr 𝐴𝐵 = tr 𝐵𝐴로 tr 𝐻 = 𝑝를 구하고 보조정리 2.4(a)로 rank𝐻 = 𝑝를 얻어라.

(c) 𝐲̂ = 𝐻𝐲, 𝐞 = (𝐼 − 𝐻)𝐲를 보이고, 보조정리 2.4(c)(d)와 정규방정식으로 (b)(c)의 나머지
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식을 얻어라.

(d) 𝑇가 가역이면 𝑋𝑇의 hat행렬이 𝐻와 같음을 (𝑇 ′𝑋 ′𝑋𝑇)−1 = 𝑇−1(𝑋 ′𝑋)−1𝑇−T로 보여라.

풀이 52쪽

연습 2.9 (지렛대의성질★★ 유도형) 명제 2.7를 다음 순서로 증명하라.

(a) 𝐻 = 𝐻𝐻′의 (𝑖, 𝑖) 원소를 비교해 ℎ𝑖𝑖 = ℎ2𝑖𝑖 + ∑𝑗≠𝑖 ℎ2𝑖𝑗 을 얻고 0 ≤ ℎ𝑖𝑖 ≤ 1을 보여라.

∑𝑖 ℎ𝑖𝑖 = 𝑝는 무엇에서 나오는가?

(b) 𝐽 = 𝟏𝟏′/𝑛, 𝟏 ∈ col(𝑋)이면 𝐻𝐽 = 𝐽𝐻 = 𝐽이고 𝐻 − 𝐽가 대칭 멱등임을 보여라. (a)의
논리를 𝐻 − 𝐽에 써서 ℎ𝑖𝑖 ≥ 1/𝑛을 얻어라.

(c) 𝐞 = (𝐼 − 𝐻)𝜺를 보이고 5회 보조정리 3.1로 Cov 𝐞 = 𝜎2(𝐼 − 𝐻)를 얻어라.

풀이 52쪽
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3
Gauss–Markov 정리

역사 Gauss의 첫 정당화(1809)는 순환논법이었다. 그는 평균이 가장 그럴듯한 값이 되는 오차분포가

정규임을 보였고(5회 정리 1.5), 정규 오차를 가정하면 최소제곱이 가장 그럴듯한 값을 준다고 결론지

었다. 이듬해 Laplace의 중심극한정리가 오차가 작은 원인들의 합이면 정규라는 근거를 댔다. 그러나

Gauss는 만족하지 않았다. 1821–1823년의 오차가 가장 작은 관측의 결합 이론에서 그는 정규분포를

버렸다. 오차의 평균이 0이고 분산이 같기만 하면, 최소제곱이 모든 선형불편 결합 가운데 분산이 가장

작다는 것을 증명한 것이다. 1900년 Markov가 교과서에서 이 증명을 다시 썼고, Neyman(1934)이
그것을 “Markov의 정리”라 부르면서 오늘의 이름이 굳었다. Aitken(1935)은 이 정리를 행렬로 쓰고

상관된 오차로 넓혔다.

3.1 최소제곱추정량의적률

보조정리 3.1 (이차형식의기댓값) 확률벡터 𝐮의 평균이 𝝁, 공분산이 Σ이고 𝐴가 상수 행렬이면

𝐸 𝐮′𝐴𝐮 = tr(𝐴Σ) + 𝝁′𝐴𝝁이다.

증명. 𝐮′𝐴𝐮는 1 × 1이므로 자기 대각합이고 tr(𝐮′𝐴𝐮) = tr(𝐴𝐮𝐮′)이다. 대각합과 기댓값은 바꿀

수 있고 𝐸𝐮𝐮′ = Σ + 𝝁𝝁′이므로 𝐸 𝐮′𝐴𝐮 = tr(𝐴Σ) + tr(𝐴𝝁𝝁′) = tr(𝐴Σ) + 𝝁′𝐴𝝁.

정리 3.2 (최소제곱추정량의적률) 정의 1.1의 모형에서

(a) 𝐸 ̂𝜷 = 𝜷, Cov ̂𝜷 = 𝜎2(𝑋 ′𝑋)−1.
(b) 𝐸𝐞 = 𝟎, Cov 𝐞 = 𝜎2(𝐼 − 𝐻), 그리고 ̂𝜷과 𝐞는 무상관이다.

(c) 𝐸 RSS = (𝑛 − 𝑝)𝜎2이다. 따라서 𝑠2 = RSS/(𝑛 − 𝑝)는 𝜎2의 불편추정량이다.

증명. 전략 ̂𝜷 −𝜷와 𝐞를 오차 𝜺의 선형변환으로 쓰고 선형변환의 평균·공분산 공식(5회 보조정리

3.1)을 쓴다. RSS는 𝜺의 이차형식이므로 보조정리 3.1를 쓴다.

1 𝐿 = (𝑋 ′𝑋)−1𝑋 ′로 두면 ̂𝜷 = 𝐿(𝑋𝜷 + 𝜺) = 𝜷 + 𝐿𝜺이다. 정리 2.2(c), 𝐿𝑋 = 𝐼

2 𝐸 ̂𝜷 = 𝜷이고 Cov ̂𝜷 = 𝐿(𝜎2𝐼)𝐿′ = 𝜎2(𝑋 ′𝑋)−1이다. 5회 보조정리 3.1, 𝐿𝐿′ = (𝑋 ′𝑋)−1

3 𝐞 = (𝐼 − 𝐻)𝐲 = (𝐼 − 𝐻)𝜺이다. (𝐼 − 𝐻)𝑋 = 0, 정리 2.5(a)

4 𝐸𝐞 = 𝟎이고 Cov 𝐞 = 𝜎2(𝐼 − 𝐻)(𝐼 − 𝐻)′ = 𝜎2(𝐼 − 𝐻)이다. 5회 보조정리 3.1, 𝐼 − 𝐻 대칭멱등
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5 Cov( ̂𝜷, 𝐞) = 𝐿(𝜎2𝐼)(𝐼 − 𝐻)′ = 𝜎2(𝑋 ′𝑋)−1(𝑋 ′ − 𝑋 ′𝐻) = 0이다. 𝑋 ′𝐻 = (𝐻𝑋)′ = 𝑋 ′

6 RSS = 𝐞′𝐞 = 𝜺′(𝐼 − 𝐻)𝜺이다. 3 , 𝐼 − 𝐻 대칭멱등

7 𝐸 RSS = 𝜎2 tr(𝐼 − 𝐻) = 𝜎2(𝑛 − 𝑝)이다. 보조정리 3.1, 정리 2.5(c)

𝑝 = 1, 𝑋 = 𝟏이면 (c)는 6회 정리 1.1의 “𝑛 − 1로 나누기”다. 일반적으로 𝑛 − 𝑝는 잔차가 사는

공간 col(𝑋)⟂의 차원이다. 모수 𝑝개를 맞추면서 잔차가 움직일 수 있는 방향 𝑝개를 썼다.

3.2 최선의선형불편추정량

정리 3.3 (Gauss–Markov) 정의 1.1의 모형에서 ̃𝜷 = 𝐴𝐲를 아무 선형불편추정량이라 하고

𝐴0 = (𝑋 ′𝑋)−1𝑋 ′, 𝐷 = 𝐴 − 𝐴0이라 하자. 그러면

Cov ̃𝜷 − Cov ̂𝜷 = 𝜎2𝐷𝐷′ ⪰ 0.

따라서 모든 𝐜 ∈ ℝ𝑝에 대해 Var(𝐜′ ̃𝜷) ≥ Var(𝐜′ ̂𝜷)이다. 최소제곱추정량은 최선의 선형불편

추정량(BLUE)이다.

증명. 전략 아무 선형불편추정량의 계수행렬 𝐴를 최소제곱의 𝐴0와 그 차 𝐷로 나눈다. 불편성에서

𝐷𝑋 = 0이 나오고, 그러면 공분산이 피타고라스처럼 두 조각의 합으로 갈라진다.

1 𝐴𝑋 = 𝐼이고 𝐴0𝑋 = 𝐼이므로 𝐷𝑋 = 0이다. 명제 1.4

2 𝐷𝐴′
0 = 𝐷𝑋(𝑋 ′𝑋)−1 = 0이고 𝐴0𝐷′ = (𝐷𝐴′

0)′ = 0이다. 1

3 공분산을 전개한다.

Cov ̃𝜷 = 𝜎2𝐴𝐴′ = 𝜎2(𝐴0 + 𝐷)(𝐴0 + 𝐷)′ 5회 보조정리 3.1

= 𝜎2(𝐴0𝐴′
0 + 𝐷𝐷′) 2 로교차항 0

= Cov ̂𝜷 + 𝜎2𝐷𝐷′ 𝐴0𝐴′
0 = (𝑋 ′𝑋)−1, 정리 3.2(a)

4 𝐜′𝐷𝐷′𝐜 = ‖𝐷′𝐜‖2 ≥ 0이므로 𝜎2𝐷𝐷′ ⪰ 0이고 Var(𝐜′ ̃𝜷) − Var(𝐜′ ̂𝜷) = 𝜎2‖𝐷′𝐜‖2 ≥ 0이다.

준정치의정의 [T4]

증명은 2절의 피타고라스를 추정량의 공간에서 한 번 더 쓴 것이다. 아무 선형불편추정량은 최소

제곱추정량에 그것과 “직교하는” 잡음 𝐷𝐲를 더한 것이다.
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따름정리 3.4 (BLUE의 여러얼굴) 선형불편추정량 ̃𝜷에 대해

(a) 성분마다 Var ̃𝛽𝑗 ≥ Var ̂𝛽𝑗이고, det Cov ̃𝜷 ≥ det Cov ̂𝜷, tr Cov ̃𝜷 ≥ tr Cov ̂𝜷이다.

(b) Var(𝐜′ ̃𝜷) = Var(𝐜′ ̂𝜷)이면 𝐜′ ̃𝜷 = 𝐜′ ̂𝜷이다. 곧 𝐜′𝜷의 BLUE는 하나뿐이다.

증명. (a) 성분은 𝐜 = 𝐞𝑗 로 둔 경우다. 𝐵 = Cov ̂𝜷 ≻ 0, 𝐴 = Cov ̃𝜷 ⪰ 𝐵이면 𝐵−1/2𝐴𝐵−1/2 ⪰ 𝐼
이므로 그 고유값이 모두 1이상이고, det 𝐴/ det 𝐵 = det(𝐵−1/2𝐴𝐵−1/2) ≥ 1이다. 대각합은 성분의

합이다. (b) 차이가 𝜎2‖𝐷′𝐜‖2 = 0이면 𝐜′𝐷 = 𝟎′이고 𝐜′ ̃𝜷 = 𝐜′(𝐴0 + 𝐷)𝐲 = 𝐜′ ̂𝜷이다.

예제 3.5 (Mayer는 얼마나잃었나) Mayer의 묶음 추정량은 𝐴 = (𝐺′𝑋)−1𝐺′인 선형불편추정

량이다(예제 1.5). 공분산 𝜎2𝐴𝐴′와 𝜎2(𝑋 ′𝑋)−1의 대각원소의 비는 (𝛽, 𝛼, 𝛾) 순으로

1.28, 1.15, 2.08

이고 행렬식의 비는 2.37이다. 비는 𝜎2과 무관하므로 자료 없이 설계만으로 정해진다. 𝛽를

최소제곱만큼 정확히 정하려면 Mayer의 방법으로는 관측이 28%더 필요했고, 𝛾(곧 𝜃)에는

두 배가 넘게 필요했다. 그림 3.1의 오른쪽이 이것을 신뢰타원으로 보여 준다. 최소제곱의

타원은 Mayer의 타원 안에 들어간다. Cov ̃𝜷 ⪰ Cov ̂𝜷의 그림이 그것이다.

1 2 3 6 9 10 11 1227 8 1819 212223242526 4 5 7 13141516 1720
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그림 3.1 Mayer의 27개 방정식. 왼쪽: 세 방법의 잔차. 최소제곱(파랑)은 큰 잔차를 줄이고, 최소절댓값

(보라)은 세 방정식에서 잔차가 정확히 0이다. 묶음 평균(주황)은 최소제곱과 비슷하다. 오른쪽: 추정

오차 ( ̃𝛽 − 𝛽, 𝛼̃ − 𝛼)의 95%타원(각의 분, 𝜎는 최소제곱의 𝑠로 둠). 최소제곱의 타원이 Mayer의 타원 안에

있다. 정리 3.3의 Cov ̃𝜷 ⪰ Cov ̂𝜷를 그린 것이다.
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가정주의 Gauss–Markov정리의 “최선”은 선형이고 불편인 추정량 가운데서다. (1) 비선형

추정량은 이길 수 있다. 오차가 Laplace분포
1
2
𝑒−|𝑢|이면 위치모형에서 중앙값의 점근분산은

1/(4𝑓(0)2𝑛) = 1/𝑛으로(8회 정리 1.4), 평균의 분산 2/𝑛의 절반이다. 최소절댓값 추정은

선형이 아니다. (2) 치우친 추정량은 평균제곱오차에서 이길 수 있다. 8절의 ridge와 16회의

Stein 추정량이 그렇다. (3) 등분산과 무상관이 깨지면 최소제곱은 더 이상 최선이 아니다

(따름정리 3.7).

3.3 정규오차라면: 모든불편추정량가운데최선

정리 3.6 (정규 선형모형) 𝐲 ∼ 𝒩𝑛(𝑋𝜷, 𝜎2𝐼), rank𝑋 = 𝑝라 하자.

(a) 𝜷의 MLE는 ̂𝜷이고 𝜎2의 MLE는 RSS/𝑛이다.

(b) (𝑋 ′𝐲, 𝐲′𝐲)는 (𝜷, 𝜎2)의 완비충분통계량이다.

(c) ̂𝜷과 𝑠2은 모든 불편추정량 가운데 분산이 가장 작다(UMVUE). 𝐜′ ̂𝜷도 𝐜′𝜷의 UMVUE
이다.

증명. (a) 로그가능도는 ℓ(𝜷, 𝜎2) = −𝑛
2
log(2𝜋𝜎2) − 1

2𝜎2
‖𝐲 − 𝑋𝜷‖2이다. 𝜎2이 무엇이든 𝜷에 대한

최대는 ‖𝐲 − 𝑋𝜷‖2의 최소, 곧 ̂𝜷이다. 그 다음 −𝑛
2
log 𝜎2 − RSS/(2𝜎2)을 𝜎2에 대해 최대로 하면

RSS/𝑛이다.

(b) 밀도를 펼치면

𝑓(𝐲) = exp{( 𝜷𝜎2 )
′
𝑋 ′𝐲 − 1

2𝜎2 𝐲
′𝐲 − ‖𝑋𝜷‖2

2𝜎2 − 𝑛
2 log(2𝜋𝜎

2)}

이다. 자연모수 (𝜷/𝜎2, −1/(2𝜎2))는 ℝ𝑝 × (−∞, 0), 곧 ℝ𝑝+1의 열린 집합 전체를 움직이고 자연통

계량은 (𝑋 ′𝐲, 𝐲′𝐲)이다. 11회 정리 4.5로 완비충분이다.

(c) ̂𝜷 = (𝑋 ′𝑋)−1𝑋 ′𝐲와 RSS = 𝐲′𝐲 − (𝑋 ′𝐲)′(𝑋 ′𝑋)−1(𝑋 ′𝐲)는 이 통계량의 함수이고, 정리 3.2로 ̂𝜷
과 𝑠2은 불편이다. Lehmann–Scheffé(11회 정리 3.3)로 UMVUE다.

정규 오차에서 최소제곱은 MLE이고, 선형이든 아니든 불편추정량 가운데 최선이다. Gauss의
1809년 논리(정규 ⇒ 최소제곱)와 1823년 논리(정규가 아니어도 선형 가운데 최선)가 이렇게

만난다.
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3.4 상관된오차: 일반화최소제곱

따름정리 3.7 (Aitken의 일반화최소제곱 (1935)) Cov 𝜺 = 𝜎2𝑉이고 𝑉가 알려진 양정치 행렬

이면

̂𝜷GLS = (𝑋 ′𝑉−1𝑋)−1𝑋 ′𝑉−1𝐲, Cov ̂𝜷GLS = 𝜎2(𝑋 ′𝑉−1𝑋)−1

가 BLUE이다. 보통의 최소제곱은 여전히 불편이지만 공분산은 𝜎2(𝑋 ′𝑋)−1𝑋 ′𝑉𝑋(𝑋 ′𝑋)−1

이고, 이는 Cov ̂𝜷GLS 이상이다.

증명. 전략 𝑉−1/2를 곱해 오차의 공분산을 𝜎2𝐼로 바꾼 모형에 정리 3.3를 쓴다. 두 모형의 선형불

편추정량이 같은 모임임을 확인하면 비교 대상이 같다. 단계별 증명은 연습 3.6(유도형)에서 직접

쓴다. 완성된 증명은 부록 A의 풀이 54쪽에 있다.

가중 최소제곱은 𝑉가 대각인 경우다. 𝑦𝑖가 𝑚𝑖개 관측의 평균이면 Var 𝑦𝑖 = 𝜎2/𝑚𝑖이므로 무게 𝑚𝑖

로 제곱합 ∑𝑚𝑖(𝑦𝑖 −𝐱′𝑖𝐛)2을 최소로 한다. Pearson–Lee의 도수표(5절)는 이렇게 맞춘다. 무게가

틀리면(이분산을 모르고 무시하면) 공분산의 공식이 틀린다. 7절의 주제다.

연습문제

연습 3.1 (단순회귀의 분산 ★) 단순회귀에서 Var ̂𝑏1 = 𝜎2/𝑆𝑥𝑥, Var ̂𝑏0 = 𝜎2( 1
𝑛
+ 𝑥̄2

𝑆𝑥𝑥
),

Cov( ̂𝑏0, ̂𝑏1) = −𝜎2 ̄𝑥/𝑆𝑥𝑥임을 정리 3.2로 보여라. ̄𝑥가 0에서 멀면 ̂𝑏0과 ̂𝑏1은 어떻게 상관

되는가? 풀이 53쪽

연습 3.2 (평균은 BLUE★) 𝑦𝑖 = 𝜇+ 𝜀𝑖에서 선형불편추정량 ∑𝑤𝑖𝑦𝑖의 조건이 ∑𝑤𝑖 = 1임을

보이고, 그 가운데 분산이 가장 작은 것이 ̄𝑦임을 직접(라그랑주 승수 없이) 보여라. 풀이 53쪽

연습 3.3 (묶음의 평균 ★) 한 양 𝜇를 𝑘개 실험실이 쟀다. 실험실 𝑗는 𝑚𝑗 번 재서 평균 ̄𝑦𝑗 를
보고한다(각 측정의 분산 𝜎2, 모두 독립). 따름정리 3.7로 𝜇의 BLUE가 ∑𝑚𝑗 ̄𝑦𝑗/∑𝑚𝑗임을

보이고, 이것이 모든 원래 측정의 평균임을 확인하라. 풀이 53쪽

연습 3.4 (Mayer의분산★★) 예제 3.5의 비 1.28, 1.15, 2.08과 2.37을 계산하라(노트북). 왜 𝛾
의 손실이 가장 큰가? 묶음 III의 𝛾계수(7.9649)와 나머지 두 묶음의 𝛾계수를 보고 설명하라.

풀이 53쪽

연습 3.5 (치우친 추정량이 이길 때 ★★) 𝑦𝑖 = 𝜇 + 𝜀𝑖, 𝜀𝑖
iid∼ 𝒩(0, 𝜎2)에서 𝑐 ̄𝑦 (0 < 𝑐 < 1)의

평균제곱오차가 𝑐2𝜎2/𝑛 + (1 − 𝑐)2𝜇2임을 보여라. 이를 최소로 하는 𝑐를 구하고, 그때의 평

균제곱오차가 ̄𝑦의 것보다 작음을 보여라. 이 𝑐를 실제로 쓸 수 없는 이유는 무엇인가? (16회
Stein의 예고다.) 풀이 53쪽
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연습 3.6 (일반화 최소제곱★★ 유도형) 따름정리 3.7를 다음 순서로 증명하라.

(a) 양정치 𝑉의 제곱근 𝑉1/2(5회 보조정리 3.2)로 𝐲∗ = 𝑉−1/2𝐲, 𝑋∗ = 𝑉−1/2𝑋를 두면 𝐲∗ =
𝑋∗𝜷 + 𝜺∗, Cov 𝜺∗ = 𝜎2𝐼임을 보여라. rank𝑋∗ = 𝑝인 이유도 적어라.

(b) 원래 모형의 선형불편추정량 𝐴𝐲 (𝐴𝑋 = 𝐼)와 변환된 모형의 선형불편추정량 𝐴∗𝐲∗

(𝐴∗𝑋∗ = 𝐼)가 𝐴∗ = 𝐴𝑉1/2로 하나씩 대응함을 보여라.

(c) 변환된 모형에 정리 3.3를 쓰고 BLUE (𝑋∗T𝑋∗)−1𝑋∗T𝐲∗를 원래의 𝑋, 𝑉, 𝐲로 다시 써라.

(d) 보통 최소제곱의 공분산 𝜎2(𝑋 ′𝑋)−1𝑋 ′𝑉𝑋(𝑋 ′𝑋)−1을 5회 보조정리 3.1로 구하고, 그것이

Cov ̂𝜷GLS 이상인 이유를 (b)(c)로 설명하라.

풀이 54쪽
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4
정규오차아래의분포—Cochran과 Craig

역사 Fisher는 1922년 회귀계수의 𝑡 분포를, 1925년 분산분석표를 내놓았다. 그의 논증은 𝑛차원 공

간의 기하적 직관에 기대었다. 1934년 케임브리지의 대학원생이던 William Cochran은 정규변수의

제곱합을 이차형식 여럿으로 나눌 때 각 조각이 언제 서로 독립인 𝜒2이 되는지를 정리로 증명했다.

1943년 아이오와의 Allen Craig는 두 이차형식이 독립일 조건을 한 줄로 썼다. 두 행렬의 곱이 0이면

된다는 것이다. Craig의 “필요하다” 쪽 증명에는 틈이 있었다. 일본의 Sakamoto(1944)가 따로 같은

정리에 이르렀고, 올바른 증명을 둘러싼 논문이 1980년대까지 이어졌다. Craig는 뒤에 제자 Robert
Hogg와 함께 수리통계학의 표준 교과서를 썼다.

이 절 내내 𝐙 ∼ 𝒩𝑛(𝟎, 𝐼𝑛), 곧 𝑍1,… , 𝑍𝑛
iid∼ 𝒩(0, 1)이다(5회 따름정리 3.12).

4.1 이차형식이 𝜒2일때

정리 4.1 (이차형식의 𝜒2 판정) 𝐴가 대칭이면 𝐙′𝐴𝐙 ∼ 𝜒2(𝑟) ⟺ 𝐴2 = 𝐴이고 rank𝐴 = 𝑟.

증명. 전략 (⇐) 사영을 정규직교 좌표로 쓰면 독립인 표준정규 𝑟개의 제곱합이 된다. (⇒) 고유값

으로 쓴 mgf를 𝜒2(𝑟)의 mgf와 맞추고, 두 다항식의 근을 비교한다.

⇐

1 𝐴 = 𝑈𝑈 ′, 𝑈 ′𝑈 = 𝐼𝑟로 쓴다. 보조정리 2.4(b)

2 𝐖 = 𝑈 ′𝐙 ∼ 𝒩𝑟(𝟎, 𝑈 ′𝑈) = 𝒩𝑟(𝟎, 𝐼𝑟)이다. 5회 정리 3.8

3 𝐙′𝐴𝐙 = 𝐙′𝑈𝑈 ′𝐙 = ‖𝐖‖2은 독립인 표준정규 𝑟개의 제곱합이므로 𝜒2(𝑟)이다.

5회 따름정리 1.9

⇒

1 𝐴 = 𝑉Λ𝑉 ′로 쓰고 𝐖 = 𝑉 ′𝐙 ∼ 𝒩𝑛(𝟎, 𝐼)로 두면 𝐙′𝐴𝐙 = ∑𝑖 𝜆𝑖𝑊2
𝑖 이다.

5회 보조정리 3.2, 정리 3.8

2 |𝑡| < 1/(2max𝑖 |𝜆𝑖|)이면

𝐸 𝑒𝑡𝐙′𝐴𝐙 =
𝑛
∏
𝑖=1

𝐸 𝑒𝑡𝜆𝑖𝑊2
𝑖 =

𝑛
∏
𝑖=1

(1 − 2𝑡𝜆𝑖)−1/2. 𝑊 𝑖 독립, 𝜒2(1)의mgf
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3 가정으로 이것은 𝜒2(𝑟)의mgf (1−2𝑡)−𝑟/2과 같다. 제곱해 뒤집으면 ∏𝑖(1−2𝑡𝜆𝑖) = (1−2𝑡)𝑟

이 0근처의 구간에서 성립한다. 2

4 두 다항식이 한 구간에서 같으므로 모든 𝑡에서 같다. 다항식의항등

5 오른쪽은 𝑡 = 1
2
에서만 0이고 중복도가 𝑟이다. 왼쪽은 𝜆𝑖 ≠ 0마다 𝑡 = 1/(2𝜆𝑖)에서 0이다.

따라서 0이 아닌 𝜆𝑖는 모두 1이고 정확히 𝑟개다. 근의비교

6 Λ2 = Λ이므로 𝐴2 = 𝑉Λ2𝑉 ′ = 𝐴이고 rank𝐴 = 𝑟이다. 5

조건확인 𝜒2(1)의 mgf (1−2𝑠)−1/2은 𝑠 < 1
2
에서만 유한하다. |𝑡| < 1/(2max𝑖 |𝜆𝑖|)이면 모든 𝑖에서

𝑡𝜆𝑖 <
1
2
이므로 2 의 각 인수가 유한하고, 독립인 변수의 함수의 곱의 기댓값은 기댓값의 곱이다

(3회 정리 3.4(b)를 𝑛개로 되풀이).

따름정리 4.2 (평균이있을때) 𝐲 ∼ 𝒩𝑛(𝝁, 𝜎2𝐼)이고 𝐴가 계수 𝑟의 대칭 멱등행렬이며 𝐴𝝁 = 𝟎
이면 𝐲′𝐴𝐲/𝜎2 ∼ 𝜒2(𝑟)이다.

증명. 𝐲 = 𝝁 + 𝜎𝐙이고 𝐴𝝁 = 𝟎이면 𝝁′𝐴 = 𝟎′이므로 𝐲′𝐴𝐲 = 𝜎2𝐙′𝐴𝐙이다. 정리 4.1.

4.2 두 이차형식이독립일때

보조정리 4.3 (이차형식의 공분산) 𝐴, 𝐵가 대칭이면 𝐸 𝐙′𝐴𝐙 = tr𝐴이고 Cov(𝐙′𝐴𝐙, 𝐙′𝐵𝐙) =
2 tr(𝐴𝐵)이다. 특히 Var 𝐙′𝐴𝐙 = 2 tr(𝐴2)이다.

증명. 첫 식은 보조정리 3.1다. 표준정규의 독립성과 𝐸𝑍2 = 1, 𝐸𝑍4 = 3에서, 네 첨자에 대해

𝐸𝑍𝑖𝑍𝑗𝑍𝑘𝑍𝑙 = 𝛿𝑖𝑗𝛿𝑘𝑙 + 𝛿𝑖𝑘𝛿𝑗𝑙 + 𝛿𝑖𝑙𝛿𝑗𝑘

이다(네 첨자가 모두 같으면 3, 두 쌍으로 나뉘면 1, 그 밖에는 홀수 차수가 남아 0). 따라서

𝐸(𝐙′𝐴𝐙)(𝐙′𝐵𝐙) = ∑
𝑖,𝑗,𝑘,𝑙

𝑎𝑖𝑗𝑏𝑘𝑙 𝐸𝑍𝑖𝑍𝑗𝑍𝑘𝑍𝑙 = tr𝐴 tr 𝐵 +∑
𝑖,𝑗
𝑎𝑖𝑗𝑏𝑖𝑗 +∑

𝑖,𝑗
𝑎𝑖𝑗𝑏𝑗𝑖 = tr𝐴 tr 𝐵 + 2 tr(𝐴𝐵)

이고 (𝐵가 대칭이므로 두 합이 모두 tr(𝐴𝐵)), tr 𝐴 tr 𝐵를 빼면 공분산이다.
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정리 4.4 (Craig의 정리 (1943)) 𝐴, 𝐵는 𝑛 × 𝑛 대칭행렬, 𝐿은 𝑞 × 𝑛 행렬이다.

(a) 𝐴𝐵 = 0이면 𝐙′𝐴𝐙와 𝐙′𝐵𝐙는 독립이다.

(b) 𝐿𝐴 = 0이면 𝐿𝐙와 𝐙′𝐴𝐙는 독립이다.

(c) 𝐴, 𝐵가 양의 준정치이고 𝐙′𝐴𝐙와 𝐙′𝐵𝐙가 독립이면 𝐴𝐵 = 0이다.

증명. 전략 이차형식을 0이 아닌 고유값의 좌표 𝑈 ′
𝐴𝐙의 함수로 쓴다. 결합정규인 벡터는 무상관

이면 독립이므로, 독립을 공분산 행렬의 계산으로 바꾼다. (c)는 거꾸로 공분산 0에서 대각합으로

간다.

준비

1 0이 아닌 고유값만 모아 𝐴 = 𝑈𝐴Λ𝐴𝑈 ′
𝐴로 쓴다. 𝑈𝐴의 열은 정규직교이고 Λ𝐴는 가역인

대각행렬이다. 𝐵도 같은 방식으로 𝑈𝐵, Λ𝐵를 잡는다. 5회 보조정리 3.2

2 𝐙′𝐴𝐙 = (𝑈 ′
𝐴𝐙)′Λ𝐴(𝑈 ′

𝐴𝐙)는 𝑈 ′
𝐴𝐙의 함수이고, 𝐴𝑈𝐴 = 𝑈𝐴Λ𝐴에서 𝑈𝐴 = 𝐴𝑈𝐴Λ−1

𝐴 이다.

1

(b)

1 Cov(𝐿𝐙, 𝑈 ′
𝐴𝐙) = 𝐿𝑈𝐴 = 𝐿𝐴𝑈𝐴Λ−1

𝐴 = 0이다. 5회 보조정리 3.1, 준비의 2 , 𝐿𝐴 = 0

2 (𝐿𝐙,𝑈 ′
𝐴𝐙)는 𝐙의 선형변환이므로 결합정규이고, 무상관이므로 독립이다.

5회 정리 3.8, 3.11

3 독립인 두 벡터의 함수 𝐿𝐙와 𝐙′𝐴𝐙는 독립이다. 준비의 2 , 3회 정리 3.4(a)

(a)

1 Cov(𝑈 ′
𝐴𝐙, 𝑈 ′

𝐵𝐙) = 𝑈 ′
𝐴𝑈𝐵 = Λ−1

𝐴 𝑈 ′
𝐴𝐴𝐵𝑈𝐵Λ−1

𝐵 = 0이다. 준비의 2 를 𝐴, 𝐵에, 𝐴𝐵 = 0

2 (b)와 같은 논리로 𝑈 ′
𝐴𝐙와 𝑈 ′

𝐵𝐙가 독립이고, 그 함수인 두 이차형식도 독립이다.

(b)의 2 3

(c)

1 독립이면 공분산이 0이므로 tr(𝐴𝐵) = 0이다. 보조정리 4.3

2 양의 준정치 행렬의 제곱근을 쓰면

tr(𝐴𝐵) = tr(𝐵1/2𝐴1/2𝐴1/2𝐵1/2) = ‖
‖𝐴1/2𝐵1/2

‖
‖
2

𝐹
tr𝑀𝑁 = tr𝑁𝑀

이다. ‖𝑀‖2𝐹 = tr𝑀′𝑀은 원소의 제곱합이다.
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3 따라서 𝐴1/2𝐵1/2 = 0이고 𝐴𝐵 = 𝐴1/2(𝐴1/2𝐵1/2)𝐵1/2 = 0이다. 1 2

조건 확인 (c)의 1 은 이차형식의 2차 적률이 유한하다는 것을 쓴다. 𝐙의 성분은 모든 차수의

적률을 가지므로 그렇다. 제곱근 𝐴1/2, 𝐵1/2이 있으려면 𝐴, 𝐵가 양의 준정치여야 한다. 이 가정을

빼는 일반판은 아래 상자에 있다.

증명 없이 쓰는 사실 (Craig–Sakamoto 정리) (c)는 양의 준정치라는 조건 없이도 참이다.

대칭행렬 𝐴, 𝐵에 대해 𝐙′𝐴𝐙와 𝐙′𝐵𝐙가 독립이면 𝐴𝐵 = 0이다. 증명은 결합 mgf가 곱으로

갈라진다는 조건 det(𝐼−2𝑠𝐴−2𝑡𝐵) = det(𝐼−2𝑠𝐴) det(𝐼−2𝑡𝐵)에서 𝐴𝐵 = 0을 이끄는 행렬식

의 대수인데, 이 과정의 범위를 넘는다(Driscoll–Krasnicka 1995, Olkin 1997). 이 노트에서

쓰는 이차형식은 모두 사영행렬이므로 (c)로 충분하다.

4.3 Cochran의 정리

정리 4.5 (Cochran의 정리 (1934)) 𝐼𝑛 = 𝐴1 + ⋯ + 𝐴𝑘이고 각 𝐴𝑖는 대칭, rank𝐴𝑖 = 𝑟𝑖라
하자. 그러면 𝐙′𝐙 = ∑𝑖 𝐙′𝐴𝑖𝐙이고,

𝐙′𝐴1𝐙,… , 𝐙′𝐴𝑘𝐙 가 서로 독립이고 𝐙′𝐴𝑖𝐙 ∼ 𝜒2(𝑟𝑖) ⟺ 𝑟1 +⋯+ 𝑟𝑘 = 𝑛.

증명. 전략 (⇒)는 평균의 비교다. (⇐)는 세 단계다. 계수의 합 조건으로 각 𝐴𝑖가 멱등임을 보이고,

서로 직교함을 보인 뒤, 모든 사영의 기저를 모은 직교행렬로 𝐙를 회전한다.

⇒

1 독립인 𝜒2(𝑟𝑖)들의 합은 𝜒2(∑𝑖 𝑟𝑖)이다. mgf의 곱, 3회 정리 3.4(d)

2 그 합이 𝐙′𝐙 ∼ 𝜒2(𝑛)이므로 평균을 비교하면 ∑𝑖 𝑟𝑖 = 𝑛이다. 𝐸𝜒2(𝑟) = 𝑟

⇐

1 𝑖를 고정하면 𝐼 − 𝐴𝑖 = ∑𝑗≠𝑖 𝐴𝑗이므로 rank(𝐼 − 𝐴𝑖) ≤ ∑𝑗≠𝑖 𝑟𝑗 = 𝑛 − 𝑟𝑖이다.

rank(𝑀 + 𝑁) ≤ rank𝑀 + rank𝑁

2 모든 𝐯가 𝐴𝑖𝐯 + (𝐼 − 𝐴𝑖)𝐯이므로 col(𝐴𝑖) + col(𝐼 − 𝐴𝑖) = ℝ𝑛이고 rank(𝐼 − 𝐴𝑖) ≥ 𝑛 − 𝑟𝑖
이다. [T1]

3 따라서 𝐼 − 𝐴𝑖의 영공간, 곧 𝐴𝑖의 고유값 1의 고유공간의 차원은 𝑟𝑖이다. 1 2 , 차원 정리

4 대칭행렬 𝐴𝑖의 0이 아닌 고유값은 중복을 세어 𝑟𝑖개이고 그 가운데 1이 𝑟𝑖개이므로, 0이 아닌

고유값은 모두 1이다. 곧 𝐴2
𝑖 = 𝐴𝑖이다. 3 , 스펙트럼분해
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5 𝐯 ∈ col(𝐴𝑖)이면 𝐴𝑖𝐯 = 𝐯이고, 대칭 멱등인 𝐴𝑗에서 𝐯′𝐴𝑗𝐯 = ‖𝐴𝑗𝐯‖2이므로

‖𝐯‖2 = ∑
𝑗
𝐯′𝐴𝑗𝐯 = ‖𝐯‖2 +∑

𝑗≠𝑖
‖𝐴𝑗𝐯‖2. ∑𝑗 𝐴𝑗 = 𝐼, 4

따라서 𝑗 ≠ 𝑖이면 𝐴𝑗𝐯 = 𝟎, 곧 𝐴𝑗𝐴𝑖 = 0이다.

6 𝐴𝑖 = 𝑈 𝑖𝑈 ′
𝑖 (𝑈 ′

𝑖𝑈 𝑖 = 𝐼𝑟𝑖)로 쓰면 𝑈 ′
𝑗𝑈 𝑖 = 𝑈 ′

𝑗𝐴𝑗𝐴𝑖𝑈 𝑖 = 0 (𝑗 ≠ 𝑖)이다. 𝑈 = [𝑈1,… ,𝑈𝑘]는
𝑛 × 𝑛이고 𝑈 ′𝑈 = 𝐼, 곧 직교행렬이다. 보조정리 2.4(b), 5 ,∑𝑟𝑖 = 𝑛

7 𝐖 = 𝑈 ′𝐙 ∼ 𝒩𝑛(𝟎, 𝐼)의 성분은 독립이고, 𝐙′𝐴𝑖𝐙 = ‖𝑈 ′
𝑖 𝐙‖2은𝐖의 𝑖번째 블록의 제곱합이다.

블록들은 겹치지 않으므로 서로 독립인 𝜒2(𝑟𝑖)이다. 5회 정리 3.8, 따름정리 1.9

예제 4.6 (Student의 정리는 Cochran의 정리다) 𝐽 = 𝟏𝟏′/𝑛이라 하면 𝐼 = 𝐽 + (𝐼 − 𝐽)이고 계

수는 1 + (𝑛 − 1) = 𝑛이다. Cochran으로 𝐙′𝐽𝐙 = 𝑛 ̄𝑍2 ∼ 𝜒2(1)과 𝐙′(𝐼 − 𝐽)𝐙 = ∑(𝑍𝑖 − ̄𝑍)2 ∼
𝜒2(𝑛 − 1)이 독립이다. ̄𝑍 = 1

𝑛
𝟏′𝐙 자체가 ∑(𝑍𝑖 − ̄𝑍)2과 독립인 것은 Craig (b)에서 𝐿 = 1

𝑛
𝟏′,

𝐿(𝐼 −𝐽) = 𝟎′로 나온다. 6회 정리 2.2가 이렇게 한 줄이 된다. 14회의 분산분석은 𝐼를 더 많은

사영으로 나누는 같은 정리다.

4.4 계수의분포와 𝑡

정리 4.7 (정규 선형모형의표본분포) 𝐲 ∼ 𝒩𝑛(𝑋𝜷, 𝜎2𝐼), rank𝑋 = 𝑝이면

(a) ̂𝜷 ∼ 𝒩𝑝(𝜷, 𝜎2(𝑋 ′𝑋)−1),
(b) RSS/𝜎2 ∼ 𝜒2(𝑛 − 𝑝),
(c) ̂𝜷과 RSS는 독립,

(d) ( ̂𝜷 − 𝜷)′𝑋 ′𝑋( ̂𝜷 − 𝜷)/𝜎2 ∼ 𝜒2(𝑝).

증명. 𝐙 = 𝜺/𝜎 ∼ 𝒩𝑛(𝟎, 𝐼)로 두자. (a) ̂𝜷은 𝐲의 선형변환이므로 정규이고(5회 정리 3.8) 평균과

공분산은 정리 3.2(a). (b) RSS = 𝜺′(𝐼 −𝐻)𝜺 = 𝜎2𝐙′(𝐼 −𝐻)𝐙이고 𝐼 −𝐻는 계수 𝑛−𝑝의 대칭 멱등

(정리 2.5(c))이므로 정리 4.1. (c) ̂𝜷 − 𝜷 = 𝜎𝐿𝐙, 𝐿 = (𝑋 ′𝑋)−1𝑋 ′이고 𝐿(𝐼 − 𝐻) = 0이므로 Craig
(b). (d) 5회 정리 3.17을 (a)에 쓴다.

따름정리 4.8 (계수의 𝑡, 신뢰구간, 예측구간) 𝑠2 = RSS/(𝑛 − 𝑝)이고 𝐜 ∈ ℝ𝑝, 𝐜 ≠ 𝟎이면

𝑇 = 𝐜′ ̂𝜷 − 𝐜′𝜷
𝑠√𝐜′(𝑋 ′𝑋)−1𝐜

∼ 𝑡(𝑛 − 𝑝).

특히 SE( ̂𝛽𝑗) = 𝑠√[(𝑋 ′𝑋)−1]𝑗𝑗이고 ̂𝛽𝑗 ±𝑡𝑛−𝑝,𝛼/2 SE( ̂𝛽𝑗)는 𝛽𝑗의 1−𝛼 신뢰구간이다. 새 관측
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𝑦0 = 𝐱′0𝜷 + 𝜀0 (𝜀0 ∼ 𝒩(0, 𝜎2), 𝐲와 독립)에 대해

𝐱′0 ̂𝜷 ± 𝑡𝑛−𝑝,𝛼/2 𝑠√1 + 𝐱′0(𝑋 ′𝑋)−1𝐱0

는 1 − 𝛼 예측구간이다.

증명. 정리 4.7(a)로 (𝐜′ ̂𝜷−𝐜′𝜷)/(𝜎√𝐜′(𝑋 ′𝑋)−1𝐜) ∼ 𝒩(0, 1)이고, (b)(c)로 (𝑛−𝑝)𝑠2/𝜎2 ∼ 𝜒2(𝑛−𝑝)
가 그것과 독립이다. 6회 정의 3.1로 𝑡(𝑛 − 𝑝)다. 예측구간: 𝑦0 − 𝐱′0 ̂𝜷 = 𝜀0 − 𝐱′0( ̂𝜷 − 𝜷) ∼
𝒩(0, 𝜎2(1 + 𝐱′0(𝑋 ′𝑋)−1𝐱0))이고 𝑠2과 독립이다(𝜀0은 𝐲와 독립이고 ̂𝜷은 RSS와 독립).

𝑋 = 𝟏이면 이것이 6회 정리 5.2의 𝑡-구간과 6회 정리 8.1의 예측구간이다. 신뢰구간의 폭은 𝑛 → ∞
에서 0으로 가지만, 예측구간의 폭은 2𝑡 𝜎 근처에서 멈춘다. 평균은 정확히 알게 되어도 다음 한

사람의 오차 𝜀0은 줄지 않는다.

4.5 일반선형가설의 𝐹 검정

정리 4.9 (일반선형가설) 𝐶는 계수 𝑞의 𝑞 × 𝑝 행렬, 𝐝 ∈ ℝ𝑞이고 𝐻0 ∶ 𝐶𝜷 = 𝐝라 하자.

𝑊 = 𝐶(𝑋 ′𝑋)−1𝐶′로 쓰고, 𝐶𝐛 = 𝐝 아래 ‖𝐲 − 𝑋𝐛‖2을 최소로 하는 ̂𝜷0와 그때의 잔차제곱합

RSS0을 생각한다.

(a) ̂𝜷0 = ̂𝜷 − (𝑋 ′𝑋)−1𝐶′𝑊 −1(𝐶 ̂𝜷 − 𝐝).
(b) RSS0 − RSS = ‖𝑋 ̂𝜷 − 𝑋 ̂𝜷0‖2 = (𝐶 ̂𝜷 − 𝐝)′𝑊 −1(𝐶 ̂𝜷 − 𝐝).
(c) 정규 오차이고 𝐻0이 참이면

𝐹 = (RSS0 − RSS)/𝑞
RSS/(𝑛 − 𝑝) ∼ 𝐹(𝑞, 𝑛 − 𝑝).

(d) 𝐻0의 가능도비 검정(12회 정의 3.1)의 비는 𝜆 = (RSS/RSS0)𝑛/2 = (1 + 𝑞
𝑛−𝑝

𝐹)−𝑛/2이므

로, 가능도비 검정은 𝐹가 클 때 기각하는 검정이다.

증명. 전략 제약 아래의 최소화를 2절의 피타고라스로 푼다. ‖𝐲−𝑋𝐛‖2을 RSS와 “ ̂𝜷에서의 거리”

로 나누고, 제약을 만족하는 점들 가운데 ̂𝜷0가 그 거리를 최소로 함을 직교성으로 보인다. 분포는

정리 4.7에서, 가능도비는 𝜎2을 먼저 최대화해 얻는다.

(a)(b)

1 모든 𝐛에서 ‖𝐲 − 𝑋𝐛‖2 = RSS + (𝐛 − ̂𝜷)′𝑋 ′𝑋(𝐛 − ̂𝜷)이다. 정리 2.2(a)의 항등식

2 (a)의 ̂𝜷0는 𝐶 ̂𝜷0 = 𝐶 ̂𝜷 − 𝑊𝑊 −1(𝐶 ̂𝜷 − 𝐝) = 𝐝, 곧 제약을 만족하고 𝑋 ′𝑋( ̂𝜷0 − ̂𝜷) =
−𝐶′𝑊 −1(𝐶 ̂𝜷 − 𝐝)이다. (a)의 식에 𝐶, 𝑋 ′𝑋를곱한다
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3 𝐶𝐛 = 𝐝인 아무 𝐛에서

(𝐛 − ̂𝜷0)′𝑋 ′𝑋( ̂𝜷0 − ̂𝜷) = −(𝐶𝐛 − 𝐶 ̂𝜷0)′𝑊 −1(𝐶 ̂𝜷 − 𝐝) = 0. 2

4 따라서 (𝐛 − ̂𝜷)′𝑋 ′𝑋(𝐛 − ̂𝜷) = (𝐛 − ̂𝜷0)′𝑋 ′𝑋(𝐛 − ̂𝜷0) + ( ̂𝜷0 − ̂𝜷)′𝑋 ′𝑋( ̂𝜷0 − ̂𝜷)이다.

3 , 더하고 빼기 [T4]

5 첫 항은 0 이상이고 𝐛 = ̂𝜷0일 때만 0이므로 ̂𝜷0가 제약 아래 최소점이고 RSS0 − RSS =
‖𝑋( ̂𝜷0 − ̂𝜷)‖2이다. 1 4 , 𝑋 ′𝑋 ≻ 0

6 (a)를 넣으면 ‖𝑋( ̂𝜷0− ̂𝜷)‖2 = (𝐶 ̂𝜷−𝐝)′𝑊 −1𝐶(𝑋 ′𝑋)−1𝐶′𝑊 −1(𝐶 ̂𝜷−𝐝) = (𝐶 ̂𝜷−𝐝)′𝑊 −1(𝐶 ̂𝜷−𝐝)
이다. 𝐶(𝑋 ′𝑋)−1𝐶′ = 𝑊

(c)

1 𝐻0 아래 𝐶 ̂𝜷 − 𝐝 = 𝐶( ̂𝜷 − 𝜷) ∼ 𝒩𝑞(𝟎, 𝜎2𝑊)이다. 정리 4.7(a), 5회 정리 3.8

2 (a)(b)의 6 으로 (RSS0 − RSS)/𝜎2 ∼ 𝜒2(𝑞)이다. 5회 정리 3.17

3 이것은 ̂𝜷의 함수이므로 RSS와 독립이고 RSS/𝜎2 ∼ 𝜒2(𝑛 − 𝑝)이다. 정리 4.7(b)(c)

4 두 𝜒2을 자유도로 나눈 비이므로 𝐹 ∼ 𝐹(𝑞, 𝑛 − 𝑝)이다. 6회 정의 4.1

(d)

1 𝐛를 고정하고 𝜎2에 대해 최대로 하면 가능도는 (2𝜋RSS(𝐛)/𝑛)−𝑛/2𝑒−𝑛/2이다.

정리 3.6(a)의 계산

2 제약 아래 최대와 전체 최대의 비는 𝜆 = (RSS0/RSS)−𝑛/2이고, (b)와 𝐹의 정의로 RSS0/RSS =
1 + 𝑞

𝑛−𝑝
𝐹이다. 12회 정의 3.1

조건확인 𝑊의 역행렬이 있어야 한다. (𝑋 ′𝑋)−1이 양정치이고 𝐶의 행이 일차독립이므로, 𝐯 ≠ 𝟎
이면 𝐶′𝐯 ≠ 𝟎이고 𝐯′𝑊𝐯 = (𝐶′𝐯)′(𝑋 ′𝑋)−1(𝐶′𝐯) > 0이다. 𝑊는 양정치이고 가역이다.

그림 2.1에서 RSS0 − RSS = ‖𝐲̂ − 𝐲̂0‖2은 두 적합값 사이의 거리다. 𝐹는 “귀무가설이 잃는 설명”

을 “잔차의 크기”로 잰 것이다. (d)로 Wilks정리(9회 정리 5.2)의 −2 log 𝜆 = 𝑛 log(1 + 𝑞
𝑛−𝑝

𝐹)는
𝑛 → ∞에서 𝑞𝐹에 가까워지고 𝜒2(𝑞)로 수렴한다. 정규 선형모형에서는 그 근사 대신 정확한 𝐹를

쓸 수 있다.

예제 4.10 (두 특별한 경우) (i) 𝑞 = 1, 𝐶 = 𝐞′𝑗, 𝐝 = 0이면 𝐹 = 𝑡2𝑗 이다(연습 4.4). 계수 하나

의 𝐹 검정은 양쪽 𝑡 검정이다. (ii) 상수항이 있고 𝐻0이 “상수항 말고 모든 계수가 0”이면

RSS0 = TSS이고

𝐹 = 𝑅2/(𝑝 − 1)
(1 − 𝑅2)/(𝑛 − 𝑝) .

회귀요약표맨 아래의 𝐹가 이것이다.Galton의 자료(5절)에서 𝑡 = 15.71, 𝐹 = 246.8 = 15.712
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이다.

연습문제

연습 4.1 (멱등이아니면★) 𝑛 = 2에서 𝐴 = diag(2, 0)과 𝐴 = diag(1, −1)일 때 𝐙′𝐴𝐙의 분포를

쓰고, 둘 다 𝜒2이 아님을 평균과 분산으로 확인하라. 풀이 54쪽

연습 4.2 (𝑆2의 분산 ★) 𝑆2 = 𝐙′(𝐼 − 𝐽)𝐙/(𝑛 − 1)에 보조정리 4.3를 써서 Var 𝑆2 = 2/(𝑛 − 1)
을 다시 얻어라(6회 따름정리 2.3). 풀이 54쪽

연습 4.3 (일반 공분산의 Craig ★★) 𝐗 ∼ 𝒩𝑛(𝟎, Σ), Σ ≻ 0이면 𝐴Σ𝐵 = 0일 때 𝐗′𝐴𝐗와 𝐗′𝐵𝐗
가 독립임을 정리 4.4로 보여라. 풀이 54쪽

연습 4.4 (𝐹 = 𝑡2 ★) 정리 4.9(b)에서 𝐶 = 𝐞′𝑗, 𝐝 = 0이면 𝐹 = ̂𝛽2𝑗 /SE( ̂𝛽𝑗)2 = 𝑡2𝑗 임을 보여라.

풀이 54쪽

연습 4.5 (𝑅2에서 𝐹로 ★) 예제 4.10(ii)의 식을 증명하고, Galton의 𝑅2 = 0.2105, 𝑛 = 928,
𝑝 = 2로 𝐹를 계산하라. 풀이 54쪽

연습 4.6 (근사와 정확 ★★) Mayer의 자료(𝑛 = 27, 𝑝 = 3)에서 계수 하나에 대한 가능도비

검정을 Wilks 근사(−2 log 𝜆 > 3.84)로 하면 실제 크기는 얼마인가? 정리 4.9(d)로 𝐹의 임계

값으로 바꿔 계산하라. 풀이 55쪽
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5
회귀의탄생—Galton에서Yule까지

역사 Francis Galton은 최소제곱을 쓰지 않았다. 1886년유전되는키의평범함으로의회귀에서 그는 205
쌍의 부모와 그 자녀 928명의 키를 표로 만들고, 부모 키(아버지 키와 어머니 키에 1.08을 곱한 값의

평균)의 칸마다 자녀 키의 중앙값을 읽었다. 그 점들은 기울기가 약 2/3인 직선 위에 있었다. 키가 큰

부모의 자녀는 크지만 부모만큼은 아니었다. Galton은 이것을 “평범함으로의 회귀”라 불렀다(5회 2
절). Karl Pearson(1896)이 상관계수의 공식을 주었고, Pearson과 Alice Lee(1903)는 천 가족이 넘는

자료로 부모와 자녀의 회귀를 다시 쟀다. 1897년 George Udny Yule은 결정적인 한 걸음을 디뎠다.

회귀선은 정규분포를 가정하지 않아도 최소제곱으로 맞춘 직선이라는 것이다. 천문학의 최소제곱과

유전학의 회귀가 이렇게 만났다. Yule(1899)은 곧바로 이것을 여러 설명변수로 넓혀 영국의 빈곤율을

분석했다.

5.1 회귀는최선의선형예측이다

정리 5.1 (모집단의최소제곱) 확률벡터 𝐱 ∈ ℝ𝑝와 확률변수 𝑌가 유한한 2차 적률을 갖고 𝐸𝐱𝐱′

가 가역이라 하자.

(a) 𝐸(𝑌 − 𝐱′𝐛)2을 최소로 하는 𝐛는 𝜷∗ = (𝐸𝐱𝐱′)−1𝐸𝐱𝑌 하나다. 오차 𝑢 = 𝑌 − 𝐱′𝜷∗는

𝐸𝐱𝑢 = 𝟎를 만족한다.

(b) 𝐸[𝑌 ∣ 𝐱] = 𝐱′𝜷인 𝜷가 있으면 𝜷∗ = 𝜷이다.

(c) 𝐱 = (1, 𝑋)′이면 𝛽∗1 = Cov(𝑋, 𝑌)/ Var 𝑋, 𝛽∗0 = 𝐸𝑌 − 𝛽∗1𝐸𝑋이다.

증명. (a) 정리 2.2의 피타고라스를 기댓값으로 한다. 𝐸𝐱𝑢 = 𝐸𝐱𝑌 − 𝐸𝐱𝐱′𝜷∗ = 𝟎이므로 교차항

2𝐸[(𝜷∗ − 𝐛)′𝐱𝑢]가 0이고

𝐸(𝑌 − 𝐱′𝐛)2 = 𝐸𝑢2 + (𝐛 − 𝜷∗)′(𝐸𝐱𝐱′)(𝐛 − 𝜷∗)

이다. 𝐸𝐱𝐱′가 양정치이므로 둘째 항은 𝐛 = 𝜷∗에서만 0이다. (b) 반복기댓값으로 𝐸𝐱(𝑌 − 𝐱′𝜷) =
𝐸[𝐱𝐸(𝑌 − 𝐱′𝜷 ∣ 𝐱)] = 𝟎이므로 𝜷가 (𝐸𝐱𝐱′)𝜷 = 𝐸𝐱𝑌를 풀고, 해는 하나뿐이다. (c) 두 식을 풀면

된다(연습 2.1의 모집단판).

5회 따름정리 3.19는 이변량 정규에서 조건부 기댓값이 직선임을 보였다. 정리 5.1는 정규가 아

니어도 그 직선이 “최선의 직선”이라는 뜻을 갖는다고 말한다. 이것이 Yule의 통찰이다. 표본의
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최소제곱 ̂𝜷 = ( 1
𝑛
∑𝐱𝑖𝐱′𝑖)−1(

1
𝑛
∑𝐱𝑖𝑦𝑖)은 이 식의 기댓값을 표본평균으로 바꾼 것이므로, 대수의

법칙(7회)으로 𝜷∗에 수렴한다. 선형모형이 틀려도 최소제곱은 “가장 좋은 선형 근사”를 추정한다.

예제 5.2 (Galton의 928명) 부모 키 𝑥로 자녀 키 𝑦를 최소제곱으로 맞추면

̂𝑦 = 23.94 + 0.646 𝑥, SE( ̂𝑏1) = 0.041, 𝑅2 = 0.210

이다. 거꾸로 𝑦로 𝑥를 맞춘 기울기는 0.326이다. 두 기울기의 곱 0.646 × 0.326 = 0.210은
𝑟2이다(𝑟 = 0.459). 두 회귀선은 다른 직선이다. 부모에서 자녀로도, 자녀에서 부모로도

평균 쪽으로 당겨진다(그림 5.1 왼쪽). Pearson–Lee(1903)의 도수표를 무게로 맞추면(따름

정리 3.7) 아버지–아들 기울기는 0.519 (1078쌍, 𝑟 = 0.514), 아버지–딸 0.479, 어머니–아들

0.563, 어머니–딸 0.545다. Galton의 기울기가 더 큰 것은 그의 설명변수가 두 부모의 평균

이어서 분산이 개인 키의 약 절반이기 때문이다.

가정주의 회귀의 오류. 1933년 Horace Secrist는사업에서평범함의승리에서, 1920년 수익이

높았던 회사들이 10년 뒤 평균으로 내려오고 낮았던 회사들이 올라온 것을 보고 경쟁이 모든

회사를 평범하게 만든다고 결론지었다. Hotelling은 서평에서 이것이 상관이 1보다 작으면

반드시 생기는 회귀일 뿐이라고 지적했다. 같은 자료를 거꾸로 보면 1930년의 상위 회사들은

1920년에 평균에 더 가까웠다(연습 5.2). 처치 전에 극단인 집단을 고르면 처치가 없어도

“개선”된다.
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slope 0.393 = full-model coefficient

그림 5.1 왼쪽: Galton의 928명(점은 겹치지 않게 조금 흔들었다). 자녀를 부모로 맞춘 직선(파랑, 기울기

0.646)과 부모를 자녀로 맞춘 직선(주황)은 다른 직선이고, 둘 다 𝑦 = 𝑥(점선)보다 평균 쪽으로 기울어

있다. 초록 점은 부모 키마다 자녀 키의 평균(크기는 인원)이다. 오른쪽: 가족 자료의 편회귀 그림. 아버지

키와 자녀 키를 각각 (상수, 어머니 키, 성별)로 맞춘 잔차끼리의 기울기 0.393은 다중회귀의 아버지

계수와 같다(정리 5.3).
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5.2 다른변수를고정한다는것

설명변수가 여럿이면 계수 하나는 무엇을 뜻하나? Yule(1907)은 “다른 변수의 영향을 뺀” 편회

귀계수라는 답을 주었다. 다음 정리가 그 뜻을 정확히 만든다.

정리 5.3 (Frisch–Waugh–Lovell) 𝑋 = [𝑋1, 𝑋2] (𝑛×𝑝1, 𝑛×𝑝2)이 완전 계수이고 ̂𝜷 = ( ̂𝜷1, ̂𝜷2)
가 𝐲를 𝑋로 맞춘 최소제곱 해라 하자. 𝐻1을 𝑋1의 hat행렬, 𝑀1 = 𝐼 − 𝐻1이라 하면

̂𝜷2 = (𝑋 ′
2𝑀1𝑋2)−1𝑋 ′

2𝑀1𝐲

이다. 곧 ̂𝜷2는 “𝑋1로 맞추고 남은 𝐲”를 “𝑋1로 맞추고 남은 𝑋2”로 맞춘 계수이고, 두 회귀의

잔차는 같다.

증명. 전략 전체 회귀의 식 𝐲 = 𝑋1 ̂𝜷1 + 𝑋2 ̂𝜷2 + 𝐞에 𝑀1을 곱해 𝑋1을 지운다. 남은 식이 𝑀1𝐲를

𝑀1𝑋2로 맞추는 회귀의 정규방정식을 그대로 만족함을 확인한다.

1 𝐲 = 𝑋1 ̂𝜷1 + 𝑋2 ̂𝜷2 + 𝐞이고 𝑋 ′
1𝐞 = 𝟎, 𝑋 ′

2𝐞 = 𝟎이다. 정리 2.2(a)

2 𝑀1𝑋1 = 0이고, 𝐞 ⟂ col(𝑋1)이므로 𝑀1𝐞 = 𝐞이다. 정리 2.5(a)(c)

3 1 의 양변에 𝑀1을 곱하면 𝑀1𝐲 = 𝑀1𝑋2 ̂𝜷2 + 𝐞이다. 2

4 (𝑀1𝑋2)′𝐞 = 𝑋 ′
2𝑀1𝐞 = 𝑋 ′

2𝐞 = 𝟎이다. 𝑀1 대칭, 2 1

5 3 4 는 ̂𝜷2가 𝑀1𝐲를 𝑀1𝑋2로 맞추는 정규방정식을 풀고 그 잔차가 𝐞라는 뜻이다.

정리 2.2(a)

6 𝑀1𝑋2𝐯 = 𝟎이면 𝑋2𝐯 ∈ col(𝑋1)이고 𝑋가 완전 계수이므로 𝐯 = 𝟎이다. 따라서 𝑋 ′
2𝑀1𝑋2 =

(𝑀1𝑋2)′(𝑀1𝑋2)는 가역이고 해는 하나다. 정리 2.2(c)

Frisch와 Waugh(1933)는 시계열에서 추세를 미리 빼고 회귀하는 것과 추세를 변수로 넣는 것이

같은 계수를 준다는 것을 보였다. Lovell(1963)이 일반형으로 썼다. 상수항 열 𝑋1 = 𝟏을 빼는 것은

평균을 빼는 것이다. 단순회귀의 기울기가 중심화한 자료의 기울기인 이유가 이것이다.
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따름정리 5.4 (계수의 분산과 분산팽창계수) 상수항이 있는 모형에서 𝑥𝑗를 나머지 열로 맞춘

결정계수를 𝑅2𝑗 , 𝑆𝑗𝑗 = ∑𝑖(𝑥𝑖𝑗 − ̄𝑥𝑗)2이라 하면

Var ̂𝛽𝑗 =
𝜎2

𝑆𝑗𝑗(1 − 𝑅2𝑗 )
, VIF𝑗 =

1
1 − 𝑅2𝑗

.

증명. 전략 정리 5.3로 ̂𝛽𝑗를 “나머지 열로 맞추고 남은 𝑥𝑗”에 대한 단순한 계수로 쓴다. 그 분모가

𝑥𝑗를 나머지로 맞춘 잔차제곱합이고, 명제 2.6로 𝑆𝑗𝑗(1−𝑅2𝑗 )이다. 단계별 증명은 연습 5.5(유도형)

에서 직접 쓴다. 완성된 증명은 부록 A의 풀이 55쪽에 있다.

VIF𝑗는 다른 변수와의 상관 때문에 ̂𝛽𝑗의 분산이 몇 배 커지는지 말한다. 7절에서 VIF가 수백인

자료를 본다.

예제 5.5 (Galton의가족자료) Galton의 원장부를 옮긴 가족 자료(205가족의 자녀 934명)로

자녀 키를 아버지 키, 어머니 키, 성별(아들이면 1)로 맞추면

̂𝑦 = 16.52 + 0.393 (아버지) + 0.318 (어머니) + 5.21 (아들)

이고 표준오차는 차례로 2.73, 0.029, 0.031, 0.142, 𝑅2 = 0.635, 𝑠 = 2.16이다. 아버지 계수

0.393은 아버지 키를 (상수, 어머니, 성별)로 맞춘 잔차에 자녀 키의 잔차를 맞춘 기울기와

소수점 열두 자리까지 같다(정리 5.3, 그림 5.1 오른쪽). “아버지와 어머니의 계수가 같다”

는 𝐻0 ∶ 𝛽아버지 = 𝛽어머니 의 𝐹 검정(정리 4.9, 𝑞 = 1)은 𝐹 = 3.00, 𝑝 = 0.084다. Galton의

“어머니 키에 1.08을 곱한다”는 처방은 아들과 딸의 평균 키의 비 69.23/64.10 = 1.080과

같다.

가정주의 한 가족의 자녀들은 독립이 아니다. 같은 부모에게서 같은 유전자와 같은 식탁을

물려받았다. 정의 1.1의 Cov 𝜺 = 𝜎2𝐼가 깨지므로 위의 표준오차는 실제보다 작다. 가족마다

공통의 효과를 넣는 계층모형은 16회에서 다룬다.

명제 5.6 (누락변수의 치우침) 참 모형이 𝐲 = 𝑋1𝜷1 + 𝑋2𝜷2 + 𝜺인데 𝑋1만으로 맞추면 ̃𝜷1 =
(𝑋 ′

1𝑋1)−1𝑋 ′
1𝐲의 기댓값은

𝐸 ̃𝜷1 = 𝜷1 + Γ𝜷2, Γ = (𝑋 ′
1𝑋1)−1𝑋 ′

1𝑋2

이다. Γ는 빠진 변수 𝑋2를 𝑋1로 맞춘 계수다. 치우침은 𝑋 ′
1𝑋2𝜷2 = 𝟎일 때만 0이다.

증명. 𝐸 ̃𝜷1 = (𝑋 ′
1𝑋1)−1𝑋 ′

1(𝑋1𝜷1 + 𝑋2𝜷2). 𝑋 ′
1𝑋1이 가역이므로 마지막 문장이 나온다.

빠진 변수가 결과와 관계있고(𝜷2 ≠ 𝟎) 남은 변수와 상관되면(Γ ≠ 0), 남은 변수의 계수는 빠진

변수의 몫까지 떠안는다. 7절의 Yule–Simpson역설이 이것의 극단이다.

33



수리통계학 13회 · 최소제곱 5 회귀의탄생— Galton에서 Yule까지

연습문제

연습 5.1 (두 회귀선★) 𝑦를 𝑥로 맞춘 기울기 𝑏𝑦𝑥와 𝑥를 𝑦로 맞춘 기울기 𝑏𝑥𝑦의 곱이 𝑟2임을

보여라. 두 직선을 같은 (𝑥, 𝑦) 평면에 그리면 어느 쪽이 더 가파른가? Galton의 수치로 확인

하라. 풀이 55쪽

연습 5.2 (회귀의 오류★★) (𝑋, 𝑌)가 평균 𝜇, 분산 𝜎2이 같고 상관이 𝜌 < 1인 이변량 정규라

하자. 𝐸[𝑌 − 𝑋 ∣ 𝑋 = 𝑥] = −(1 − 𝜌)(𝑥 − 𝜇)와 𝐸[𝑋 − 𝑌 ∣ 𝑌 = 𝑦] = −(1 − 𝜌)(𝑦 − 𝜇)를
보여라. 1920년(𝑋)의 상위 회사가 1930년(𝑌 )에 내려오는 것과 1930년의 상위 회사가 1920
년에 낮았던 것이 어떻게 동시에 참인가? 풀이 55쪽

연습 5.3 (직선이놓치는것★★) 𝑋 ∼ 𝒩(0, 1), 𝑌 = 𝑋2이면 정리 5.1의 최선의 직선은 𝛽∗0 = 1,
𝛽∗1 = 0임을 보여라. 𝑌는 𝑋로 완전히 정해지는데 최선의 직선의 설명력은 0이다. 무엇이

잘못되었나? 풀이 55쪽

연습 5.4 (성별을 빼면★★) 가족 자료에서 자녀 키를 Galton의 부모 키(아버지 키와 어머니

키의 1.08배의 평균)만으로 맞추면 기울기 0.637, 𝑅2 = 0.103이고, 성별을 더하면 기울기

0.687, 𝑅2 = 0.633이다. 명제 5.6로 기울기가 바뀐 방향을 설명하라. (노트북에서 Γ를 계산한

다.) 풀이 55쪽

연습 5.5 (계수의 분산과 VIF ★★ 유도형) 따름정리 5.4를 다음 순서로 증명하라. 𝑋1을 𝑗번째

열을 뺀 나머지 열(상수항 포함), 𝑀 = 𝐼 − 𝐻1이라 하자.

(a) 정리 5.3로 ̂𝛽𝑗 = 𝐱(𝑗)T𝑀𝐲/‖𝑀𝐱(𝑗)‖2임을 보여라.

(b) 𝑀𝐲 = 𝑀𝐱(𝑗)𝛽𝑗 +𝑀𝜺를 보이고 Var ̂𝛽𝑗 = 𝜎2/‖𝑀𝐱(𝑗)‖2을 얻어라.

(c) ‖𝑀𝐱(𝑗)‖2이 𝑥𝑗를 𝑋1로 맞춘 잔차제곱합임을 보이고, 명제 2.6로 𝑆𝑗𝑗(1 − 𝑅2𝑗 )와 같음을

보여라. 왜 𝑋1에 상수항이 있어야 하는가?

풀이 55쪽
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6
원자료로—회귀요약표의모든숫자

통계 소프트웨어의 회귀 요약표에는 숫자가 스무 개쯤 있다. 이 절은 그 숫자들이 모두 1–4절의

정리에서 나온다는 것을 보이고, 18세기의 세 문제를 그 표로 다시 읽는다.

6.1 요약표의해부

알고리즘 6.1 (회귀 요약표) 입력은 𝑋 (𝑛 × 𝑝, 첫 열은 𝟏)와 𝐲다.

1. 알고리즘 2.8로 ̂𝜷, 𝐞, RSS, (𝑋 ′𝑋)−1을 구한다. 𝑠2 = RSS/(𝑛 − 𝑝).
2. 계수마다 SE𝑗 = 𝑠√[(𝑋 ′𝑋)−1]𝑗𝑗, 𝑡𝑗 = ̂𝛽𝑗/SE𝑗, 𝑝𝑗 = 2𝑃(𝑡𝑛−𝑝 > |𝑡𝑗 |), 구간 ̂𝛽𝑗 ±

𝑡𝑛−𝑝,0.025SE𝑗 (따름정리 4.8).

3. 𝑅2 = 1 − RSS/TSS, 수정 𝑅2 = 1 − (1 − 𝑅2) 𝑛−1
𝑛−𝑝

, 𝐹 = 𝑅2/(𝑝−1)
(1−𝑅2)/(𝑛−𝑝)

와 그 𝑝-값 𝑃(𝐹(𝑝 −
1, 𝑛 − 𝑝) > 𝐹) (예제 4.10).

4. 로그가능도 ̂ℓ = −𝑛
2
(log 2𝜋RSS

𝑛
+ 1) (정리 3.6(a)의 최대값), AIC = −2 ̂ℓ + 2𝑝, BIC =

−2 ̂ℓ + 𝑝 log 𝑛.

수정 𝑅2은 𝑅2을 RSS와 TSS의 불편추정량의 비로 바꾼 것이다(1 − 𝑠2/𝜎̂2𝑦). 변수를 더하면 𝑅2은
줄지 않지만(연습 2.5) 수정 𝑅2은 줄 수 있다. AIC와 BIC에서 모수의 수를 𝑝로 세는 것은 Python
의 statsmodels 관행이다. R의 AIC()는 𝜎2까지 𝑝 + 1개로 세어 2만큼 크다. 모형을 비교할 때는

같은 관행끼리 비교하면 된다.

예제 6.2 (Galton의 요약표)

계수 SE 𝑡 𝑝 95%구간

상수 23.9415 2.8109 8.517 6.5 × 10−17 [18.425, 29.458]

부모 키 0.6463 0.0411 15.711 1.7 × 10−49 [0.566, 0.727]

𝑛 = 928, 𝑠 = 2.2385, 𝑅2 = 0.2105, 수정 𝑅2 = 0.2096, 𝐹 = 246.84 (𝑝 = 1.7 × 10−49)
̂ℓ = −2063.58, AIC = 4131.16, BIC = 4140.83

기울기의 𝑝-값과 𝐹의 𝑝-값이 같은 것은 𝐹 = 𝑡2이기 때문이다(연습 4.4). 부모 키가 72인치인

가족의 자녀 평균 키의 95%신뢰구간은 70.47±0.33, 그 가족의 자녀 한 명의 95%예측구간은
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70.47±4.41이다(따름정리 4.8). 평균은 0.3인치 안쪽으로 알지만 한 사람은 4인치 넘게 틀릴

수 있다. 𝑅2 = 0.21이 말하는 것이 이것이다.

6.2 Mayer (1750) —세방법의비교

방법 ̂𝛽 𝛼̂ ̂𝜃 ∑ 𝑒2𝑖 ∑|𝑒𝑖|

최소제곱 14∘33.5′ 1∘30.3′ −2∘44.3′ 0.5689 3.220

Mayer의 묶음 평균 14∘32.8′ 1∘29.7′ −3∘49.1′ 0.5767 —

최소절댓값 14∘34.1′ 1∘30.9′ −5∘2.8′ — 3.066

최소제곱의 SE 2.1′ 2.5′ 1∘56.8′ 𝑠 = 0.154∘ = 9.2′

예제 6.3 (Mayer의 𝜃는정해지지않았다) 최소제곱의 계수 표에서 ̂𝛾 = −0.0719, SE = 0.0508,
𝑡 = −1.41, 𝑝 = 0.17 (𝑡(24))이다. 𝛾 = 𝛼 sin 𝜃이므로 “𝜃 = 0”을 5%에서 기각하지 못한다.

̂𝜃 = arcsin( ̂𝛾/𝛼̂)의 표준오차를 델타 방법(7회 정리 5.4)으로 구하면 1.95∘다(연습 6.2). 세

방법의 ̂𝜃가 −2.7∘에서 −5.0∘까지 흩어진 것은 이 불확실성의 크기와 맞는다. 반면 𝛽와 𝛼는

세 방법이 2분 안쪽에서 일치한다. 관측 하나의 오차 𝑠 = 9.2′을 27개로 결합해 𝛽를 2.1′의
정밀도로 정했다. 대략 9.2/√27 = 1.8이다.

결합하지 않고 세 방정식만 골라 풀면 어떻게 되나? 2925가지 선택에서 ̂𝛽의 중앙값은 14.55∘

로 맞지만, 범위는 −426∘에서 104∘까지이고, 최소제곱 해의 1분 안쪽에 드는 것은 5.1%
뿐이다. Euler가 두려워한 것은 이런 불안정이었다. 결합은 그것을 없앤다.

최소절댓값 해는 1, 5, 19번 방정식을 정확히 지난다(명제 1.8). 그 해의 절댓값 합 3.066은 최소제곱

해의 3.220보다 작고, 제곱합에서는 반대다. 각 방법은 자기 기준에서 최선이다.

6.3 Laplace의 토성 (1787)

목성과 토성의 운동에는 수백 년 주기의 커다란 어긋남이 있었다. Euler가 1749년에 풀지 못한 그

문제다. Laplace는 1785–1787년 두 행성의 공전주기가 거의 5:2의 비라는 데서 그 원인을 찾았고,

1591년부터 1785년까지의 관측 24개로 토성 궤도의 보정값 네 개를 정했다. 방정식은

𝑦𝑖 = 𝑏0 + 𝑏1𝑡𝑖 + 𝑏2𝑥𝑖2 + 𝑏3𝑥𝑖3 + 𝜀𝑖 (𝑖 = 1,… , 24)

꼴이다. 𝑡𝑖는 1750년 무렵을 0으로 잰 시간(년), 𝑥𝑖2, 𝑥𝑖3는 궤도 위치의 사인과 코사인, 𝑦𝑖는 관측과

이론의 차이(각의 분)다. Laplace는 Mayer와 비슷한 결합으로 풀었다.

36



수리통계학 13회 · 최소제곱 6 원자료로—회귀요약표의모든숫자

예제 6.4 (토성의요약표) 최소제곱 해는 ̂𝑏0 = 3.43 (SE 0.27), ̂𝑏1 = 0.0032 (0.0040), ̂𝑏2 = 0.70
(0.30), ̂𝑏3 = 0.27 (0.32)이다. 잔차의 표준편차는 𝑠 = 1.02′이고, 가장 큰 잔차는 1753년의

−1.68′이다. 17–18세기 망원경 관측의 오차가 1분 정도였으므로, 잔차가 그 크기라면 이론이

관측을 설명한다는 뜻이다. 요약표의 𝑅2 = 0.25, 𝐹 = 2.24 (𝑝 = 0.11)는 여기서 별 의미가

없다. 𝑦𝑖가 이미 “관측 −이론”이어서, 설명할 것이 거의 남지 않은 것이 이 모형의 성공이기

때문이다. 𝑅2은 모형의 좋고 나쁨이 아니라 𝐲의 변동 가운데 설명된 비율일 뿐이다.

연습문제

연습 6.1 (요약표 읽기★) Galton의 요약표에서 기울기의 𝑡, 𝑝, 95% 구간을 계수와 SE만으로

다시 계산하라(𝑡926,0.025 = 1.9625). 기울기가 1이라는 가설(부모만큼 자란다)의 𝑡는 얼마인

가? 풀이 56쪽

연습 6.2 (𝜃의델타방법★★) 𝜃 = 𝑔(𝛼, 𝛾) = arcsin(𝛾/𝛼)의 기울기 벡터를 구하고, 다변량 델

타 방법(7회 정리 5.4)으로 SE( ̂𝜃) ≈ √∇𝑔′ Ĉov(𝛼̂, ̂𝛾) ∇𝑔를 쓰라. 노트북의 공분산으로 1.95∘

를 확인하라. 풀이 56쪽

연습 6.3 (로그가능도와 AIC ★) 알고리즘 6.1의 ̂ℓ 식을 유도하고 Galton의 RSS = 4640.27,
𝑛 = 928로 ̂ℓ, AIC, BIC를 계산하라. R의 관행이면 AIC는 얼마인가? 풀이 56쪽
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부숴보기—가정이깨질때

정의 1.1의 가정은 셋이다. 평균이 𝑋𝜷이고, 분산이 같고, 오차가 서로 무상관이다. 4절은 여기에

정규성을 더했다. 하나씩 깨 본다.

7.1 분산이다르면—샌드위치

명제 7.1 (이분산 아래의최소제곱) Cov 𝜺 = Σ = diag(𝜎21 ,… , 𝜎2𝑛)이면 ̂𝜷은 여전히 불편이고

Cov ̂𝜷 = (𝑋 ′𝑋)−1(
𝑛
∑
𝑖=1

𝜎2𝑖 𝐱𝑖𝐱′𝑖)(𝑋 ′𝑋)−1

이다. 보통의 공식 𝑠2(𝑋 ′𝑋)−1은 일반적으로 이것과 다르다.

증명. 불편성은 𝐸𝜺 = 𝟎만 쓴다. 공분산은 5회 보조정리 3.1로 (𝑋 ′𝑋)−1𝑋 ′Σ𝑋(𝑋 ′𝑋)−1이고 𝑋 ′Σ𝑋 =
∑𝜎2𝑖 𝐱𝑖𝐱′𝑖이다.

빵 두 장 (𝑋 ′𝑋)−1 사이에 속∑𝜎2𝑖 𝐱𝑖𝐱′𝑖가 있어서 샌드위치라 부른다. 속의 𝜎2𝑖 을 𝑒2𝑖 으로 바꾼 추정량

(HC0)을 Eicker(1963), Huber(1967), White(1980)가 차례로 내놓았다. 𝑛 → ∞에서 일치추정량

이다. 작은 표본에서는 𝑛/(𝑛−𝑝)를 곱하거나(HC1) 𝑒2𝑖 을 𝑒2𝑖 /(1−ℎ𝑖𝑖)2로 바꾼다(HC3). 명제 2.7(c)
로 𝐸𝑒2𝑖 ≈ 𝜎2𝑖 (1 − ℎ𝑖𝑖)이어서 잔차가 오차보다 작기 때문이다.
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예제 7.2 (분산이 𝑥2에 비례할 때) 𝑥𝑖를 0에서 10까지 고르게 100개 잡고 𝑦𝑖 = 1 + 0.5𝑥𝑖 + 𝜀𝑖,
𝜀𝑖 ∼ 𝒩(0, (0.05𝑥2𝑖 )2)이라 하자. 기울기의 참 표준편차는 명제 7.1로 0.097이다. 보통의 공

식으로 추정한 분산의 기댓값은 참 분산의 0.63배이고(연습 7.1), 표준오차로 바꾸면 0.077
이다. 95% 𝑡-구간의 실제 포함확률은 약 88%로 떨어진다. HC1과 HC3 표준오차로 바꾸면

약 94%와 95%로 돌아온다(노트북, 4만 번 반복). 분산이 큰 점이 𝑥의 양 끝, 곧 기울기를

정하는 데 힘이 큰 곳에 있어서 보통의 공식이 불확실성을 과소평가한다.

7.2 한 점이모든것을정하면—지렛대와영향

명제 7.3 (한 점을 빼고 다시 맞추기) ℎ𝑖𝑖 < 1일 때 관측 𝑖를 빼고 맞춘 최소제곱 해를 ̂𝜷(𝑖)라
하면

̂𝜷 − ̂𝜷(𝑖) =
(𝑋 ′𝑋)−1𝐱𝑖𝑒𝑖
1 − ℎ𝑖𝑖

, 𝑦𝑖 − 𝐱′𝑖 ̂𝜷(𝑖) =
𝑒𝑖

1 − ℎ𝑖𝑖
.

증명. 전략 관측 하나를 빼면 𝑋 ′𝑋에서 계수 1인 행렬 𝐱𝑖𝐱′𝑖 가 빠진다. 그 역행렬을 Sherman–
Morrison 공식(연습 7.2)으로 쓰고 전개한다. 단계별 증명은 연습 7.5(유도형)에서 직접 쓴다.

완성된 증명은 부록 A의 풀이 57쪽에 있다.

빼고 맞춘 잔차 𝑒𝑖/(1 − ℎ𝑖𝑖)의 제곱합(PRESS)은 한-점-빼기 교차검증의 오차다. 최소제곱에서는

𝑛번 다시 맞출 필요 없이 한 번의 적합으로 계산된다. 지렛대가 1에 가까우면 그 점을 빼는 순간

해가 크게 움직인다.
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그림 7.1 Anscombe의 네 자료. 최소제곱 직선(파랑)과 𝑅2이 모두 같다. 점의 크기는 지렛대 ℎ𝑖𝑖에
비례한다. 넷째 자료의 오른쪽 점은 ℎ𝑖𝑖 = 1이다.

예제 7.4 (Anscombe의네자료 (1973)) Francis Anscombe는 𝑛 = 11인 자료 네 개를 만들었

다. 네 자료 모두 최소제곱 직선이 ̂𝑦 = 3.00 + 0.500𝑥이고 𝑅2 = 0.667이며 요약표의 숫자가

거의 같다. 그러나 그림 7.1을 보면 첫째만 직선 모형에 맞는다. 둘째는 곡선이고, 셋째는

이상치 하나가 기울기를 끌어올렸으며, 넷째는 𝑥가 열 번 8이고 한 번 19다. 넷째의 𝑥 = 19
인 점은 지렛대가 1이어서(연습 2.3) 잔차가 언제나 0이고, 기울기는 그 한 점과 나머지 열

점의 평균을 잇는 직선의 기울기다. 그 점을 빼면 기울기는 정해지지도 않는다. 요약표만

보지 말고 그림을 보라는 것이 Anscombe의 교훈이다.

7.3 설명변수가서로닮으면—공선성

예제 7.5 (VIF 344) 𝑥1 ∼ 𝒩(0, 1), 𝑥2 = 𝑥1 + 𝒩(0, 0.052)로 𝑛 = 100개를 만들고 𝑦 =
1 + 𝑥1 + 𝑥2 + 𝜀, 𝜀 ∼ 𝒩(0, 1)로 맞춘다. 모집단에서는 𝑟212 = 1/1.0025이므로 VIF = 401
이고, 한 표본에서는 𝑟12 = 0.9985, VIF = 1/(1 − 𝑟212) = 344였다. 따름정리 5.4로 두 계수의

분산은 상관이 없을 때의 344배이고, 그 표본에서 ̂𝛽1 = 4.71, ̂𝛽2 = −2.87, 표준오차는 둘

다 2.06이다. 참값은 둘 다 1이다. 두 계수 각각은 거의 아무것도 말하지 않는다. 그러나 합

̂𝛽1+ ̂𝛽2 = 1.83의 표준오차는 0.111이다. 자료는 “두 변수를 함께 올리면 𝑦가 얼마나 오르나”

에는 정확히 답하고, “하나만 올리면”에는 답하지 못한다. 두 변수가 따로 움직인 적이 거의

없기 때문이다. 그림 7.2의 가운데가 반복 표본에서의 ( ̂𝛽1, ̂𝛽2)다. 직선 𝛽1 + 𝛽2 = 2를 따라

길게 늘어선다.

공선성은 모형의 잘못이 아니라 자료의 한계다. 처방은 두 변수를 따로 움직인 자료를 더 모으거나,

합처럼 정해지는 조합만 보고하거나, 8절의 ridge처럼 치우침을 받아들이는 것이다.
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7.4 변수하나를빼면—Yule–Simpson의역설

예제 7.6 (Berkeley 대학원입학 (1973)) 1973년 가을 Berkeley대학원의 큰 여섯 학과에 4526
명이 지원했다. 남자의 합격률은 44.5%, 여자는 30.4%다. 합격(1 또는 0)을 여자 표시로 회

귀하면(선형확률모형) 계수는 −0.142다. 학과 표시 여섯 개를 넣으면 계수는 +0.018 (SE
0.015)이 된다. 학과 안에서는 차이가 거의 없거나 여자 쪽이 조금 높다. 여자는 합격률이

낮은 학과에 많이 지원했다. 합격률이 6%인 F과, 25%인 E과, 35%인 C과의 여자 비율은 48%,
67%, 65%였고, 합격률이 64%와 63%인 A과와 B과에서는 12%와 4%였다. 명제 5.6의 언어

로, 빠진 변수(학과)가 결과(합격)와 관계있고 남은 변수(성별)와 상관되어 성별의 계수가

학과의 몫을 떠안았다(그림 7.2 오른쪽).

역사 Pearson(1899)과 Yule(1903)은 두 집단을 합칠 때 연관의 방향이 뒤집힐 수 있다는 것을 알았다.

Simpson(1951)이 이것을 정리했고, 1975년 Bickel ·Hammel ·O’Connell이 Berkeley자료로 유명하게

만들었다. 어느 쪽이 “옳은” 계수인지는 통계학만으로 정해지지 않는다. 학과 선택이 성별의 결과인지,

성별과 무관한 다른 원인의 결과인지에 따라 묻는 질문이 다르다. 회귀계수는 “다른 변수를 고정했을

때”의 비교이고, 무엇을 고정할지는 인과의 구조가 정한다.
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그림 7.2 가정이 깨질 때. 왼쪽: 분산이 𝑥2에 비례하는 자료와 반복 표본의 적합 직선 20개. 직선의

흔들림은 양 끝의 큰 분산에서 온다. 가운데: 공선성(모집단 VIF = 401) 아래 반복 표본의 ( ̂𝛽1, ̂𝛽2).
각각은 크게 흩어지지만 합은 2근처에 묶여 있다. 오른쪽: Berkeley의 여섯 학과. 학과마다 남녀 합격률

(점 크기는 지원자 수)과 전체 합격률(가로선). 전체에서는 여자가 낮지만 학과 안에서는 거의 같다.
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연습문제

연습 7.1 (보통 공식의 기댓값★★) Cov 𝜺 = Σ일 때 보통의 분산 추정량 𝑠2[(𝑋 ′𝑋)−1]𝑗𝑗의 기댓

값이
tr((𝐼 − 𝐻)Σ)

𝑛 − 𝑝 [(𝑋 ′𝑋)−1]𝑗𝑗임을 보여라(보조정리 3.1). 예제 7.2의 비 0.63을 노트북으로

확인하라. 풀이 56쪽

연습 7.2 (Sherman–Morrison ★) 1 − 𝐮′𝐴−1𝐮 ≠ 0이면 (𝐴 − 𝐮𝐮′)(𝐴−1 + 𝐴−1𝐮𝐮′𝐴−1
1 − 𝐮′𝐴−1𝐮) = 𝐼

임을 확인하라. 풀이 56쪽

연습 7.3 (공선성의두표준오차★★) Var( ̂𝛽1 + ̂𝛽2) = Var ̂𝛽1 +Var ̂𝛽2 + 2Cov( ̂𝛽1, ̂𝛽2)에서, 두

분산이 크더라도 합의 분산이 작을 수 있는 이유를 Cov( ̂𝛽1, ̂𝛽2)의 부호로 설명하라. 상수항이

없고 𝑥1, 𝑥2가 평균 0,분산 1,상관 𝑟인 경우 (𝑋 ′𝑋)−1을 직접 쓰고 Var( ̂𝛽1 ± ̂𝛽2)를 구하라.풀이

57쪽

연습 7.4 (두 학과의 역설★★) 두 학과 P, Q가 있다. P는 남자 80명 중 48명(60%), 여자 20명
중 13명(65%)을, Q는 남자 20명 중 4명(20%), 여자 80명 중 20명(25%)을 뽑았다. 학과마다

여자가 높지만 전체로는 남자가 높음을 보이고, 이것을 명제 5.6의 Γ𝛽2로 설명하라. 풀이 57쪽

연습 7.5 (한 점을 빼고 다시 맞추기 ★★ 유도형) 𝐴 = 𝑋 ′𝑋, ℎ𝑖𝑖 = 𝐱′𝑖𝐴−1𝐱𝑖 < 1이다. 명제 7.3를
다음 순서로 증명하라.

(a) 관측 𝑖를 뺀 설계의 𝑋 ′𝑋와 𝑋 ′𝐲가 𝐴 − 𝐱𝑖𝐱′𝑖와 𝑋 ′𝐲 − 𝐱𝑖𝑦𝑖임을 보여라.

(b) 연습 7.2의 공식을 𝐮 = 𝐱𝑖에 써서 ̂𝜷(𝑖)를 𝐴−1, 𝐱𝑖, ℎ𝑖𝑖로 써라.

(c) 전개해 ̂𝜷(𝑖) = ̂𝜷 − 𝐴−1𝐱𝑖𝑦𝑖 +
𝐴−1𝐱𝑖( ̂𝑦𝑖 − ℎ𝑖𝑖𝑦𝑖)

1 − ℎ𝑖𝑖
를 얻고, 이것을 ̂𝜷 − 𝐴−1𝐱𝑖𝑒𝑖

1 − ℎ𝑖𝑖
로 정리하라.

(d) (c)에 𝐱′𝑖를 곱해 𝑦𝑖 − 𝐱′𝑖 ̂𝜷(𝑖) = 𝑒𝑖/(1 − ℎ𝑖𝑖)를 얻어라.

풀이 57쪽
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오늘의최소제곱—경사하강과weight decay

신경망의 선형층 nn.Linear에 평균제곱오차를 손실로 붙이면 그것이 최소제곱이다. 다른 것은

푸는 방법뿐이다. 정규방정식이나 QR 대신 경사하강을 쓴다. 이 절은 그 차이가 무엇을 낳는지

본다.

8.1 경사하강의속도는조건수가정한다

정리 8.1 (최소제곱의 경사하강) 𝐿(𝐰) = 1
2𝑛
‖𝐲 − 𝑋𝐰‖2, 𝐴 = 𝑋 ′𝑋/𝑛이고 rank𝑋 = 𝑝라 하자.

𝐴의 고유값을 0 < 𝜇min ≤ … ≤ 𝜇max, 𝜅 = 𝜇max/𝜇min이라 하고 학습률 𝜂 = 1/𝜇max로

𝐰𝑘+1 = 𝐰𝑘 − 𝜂∇𝐿(𝐰𝑘)를 되풀이하면

𝐰𝑘 − ̂𝜷 = (𝐼 − 𝜂𝐴)𝑘(𝐰0 − ̂𝜷), ‖𝐰𝑘 − ̂𝜷‖ ≤ (1 − 1
𝜅)

𝑘
‖𝐰0 − ̂𝜷‖.

오차를 𝜖배로 줄이는 데 대략 𝜅 log(1/𝜖)번이 든다.

증명. ∇𝐿(𝐰) = 𝐴𝐰 − 𝑋 ′𝐲/𝑛이고 정규방정식으로 𝑋 ′𝐲/𝑛 = 𝐴 ̂𝜷이므로 ∇𝐿(𝐰) = 𝐴(𝐰 − ̂𝜷)이다.

따라서 𝐰𝑘+1 − ̂𝜷 = (𝐼 − 𝜂𝐴)(𝐰𝑘 − ̂𝜷). 대칭행렬 𝐼 − 𝜂𝐴의 고유값은 1 − 𝜇𝑖/𝜇max ∈ [0, 1 − 1/𝜅]
이므로 그 노름은 1 − 1/𝜅 이하다. (1 − 1/𝜅)𝑘 ≤ 𝑒−𝑘/𝜅에서 마지막 문장이 나온다.

예제 8.2 (Galton을 경사하강으로) 𝑋 = [𝟏, 부모 키]의 𝜅는 6.8 × 106이다(2절). 원점에서

출발해 상대오차 10−3에 이르려면 4,721만 번의 반복이 든다. 부모 키에서 평균을 빼면

𝜅 = 3.19이고 19번이면 된다(그림 8.1 왼쪽). 상수 열과 거의 평행한 열이 손실 함수의 등

고선을 길쭉한 골짜기로 만들고, 경사하강은 골짜기의 벽 사이를 오가며 바닥을 따라 아주

느리게 내려간다. 입력을 표준화하는 것, 신경망의 배치 정규화(5회 6절의 백색화)는 이

골짜기를 둥글게 만드는 일이다.

8.2 모수가관측보다많으면—최소노름해

𝑝 > 𝑛이면 rank𝑋 < 𝑝이고 정규방정식의 해가 무수히 많다. 그 해들은 모두 자료를 완벽히

맞춘다(잔차 0). 경사하강은 그 가운데 어느 것을 고르나?
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정리 8.3 (경사하강은최소노름해로간다) 𝐰0 = 𝟎에서 출발해 0 < 𝜂 < 2/𝜇max로 경사하강을

하면 𝐰𝑘는 정규방정식의 해 가운데 노름이 가장 작은 것 𝐰†로 수렴한다.

증명. 1. 행공간에 머문다. ∇𝐿(𝐰) = 𝑋 ′(𝑋𝐰 − 𝐲)/𝑛 ∈ col(𝑋 ′)이므로 𝐰0 = 𝟎에서 시작한 𝐰𝑘는

모두 col(𝑋 ′)에 있다.

2. 행공간의 해는 하나이고 노름이 최소다. 해 하나를 𝐰∗라 하면 해 전체는 𝐰∗ + null(𝑋)이다.

ℝ𝑝 = col(𝑋 ′) ⊕ null(𝑋) (직교 분해)로 𝐰∗ = 𝐰† + 𝐰𝑛이라 쓰면 𝑋𝐰𝑛 = 𝟎이므로 𝐰†도 해

이고, 행공간에 있는 해는 이것 하나다(두 해의 차는 null(𝑋) ∩ col(𝑋 ′) = {𝟎}에 있다). 아무 해

𝐰 = 𝐰† + 𝐯 (𝐯 ∈ null(𝑋))에 대해 ‖𝐰‖2 = ‖𝐰†‖2 + ‖𝐯‖2이다.

3. 수렴. 정리 8.1의 증명처럼 𝐰𝑘+1 −𝐰† = (𝐼 − 𝜂𝐴)(𝐰𝑘 −𝐰†)이고 𝐰𝑘 −𝐰† ∈ col(𝑋 ′)이다. 𝐴
는 col(𝑋 ′)를 자기 자신으로 보내고, 거기서의 고유값은 양수 𝜇𝑖 ≤ 𝜇max이므로 𝐼 − 𝜂𝐴의 고유값

1 − 𝜂𝜇𝑖는 절댓값이 1보다 작다. 따라서 𝐰𝑘 → 𝐰†.

𝐰† = 𝑋+𝐲 (𝑋+는 Moore–Penrose역행렬)이다. 아무도 노름을 작게 하라고 시키지 않았는데 경

사하강이 스스로 그렇게 한다. 이것을 암묵적 정칙화라 부른다. 모수가 자료보다 훨씬 많은 오늘의

신경망이 왜 자료를 외우면서도 새 자료에서 망가지지 않는지 설명하려는 연구가 이 정리에서

출발했다.

8.3 Ridge와 weight decay

정의 8.4 (Ridge 추정량) 𝜆 > 0에 대해 ‖𝐲 − 𝑋𝐛‖2 + 𝜆‖𝐛‖2을 최소로 하는

̂𝜷𝜆 = (𝑋 ′𝑋 + 𝜆𝐼)−1𝑋 ′𝐲

를 ridge추정량이라 한다(Hoerl–Kennard 1970). 상수항은 벌점에서 빼는 것이 보통이어서

설명변수와 반응을 중심화한 뒤에 쓴다.

𝑋 ′𝑋 + 𝜆𝐼는 언제나 양정치이므로 𝑝 > 𝑛이어도, 공선성이 심해도 해가 하나로 정해진다. 신

경망에서 손실에
𝜆
2
‖𝐰‖2을 더하는 것을 weight decay라 부른다. 경사하강 한 걸음이 𝐰 ←

(1−𝜂𝜆)𝐰−𝜂∇𝐿(𝐰), 곧 매번 가중치를 조금씩 줄이는 꼴이기 때문이다. 손실이 제곱오차이면 그

고정점이 ridge해다(연습 8.1).
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명제 8.5 (ridge는 방향마다줄인다) 𝑋 = 𝑈𝐷𝑉 ′를 특이값 분해(𝑑1 ≥ … ≥ 𝑑𝑝 > 0)라 하면

̂𝜷𝜆 =
𝑝
∑
𝑗=1

𝑑2𝑗
𝑑2𝑗 + 𝜆

⋅
𝐮′𝑗𝐲
𝑑𝑗

𝐯𝑗 , ̂𝜷 =
𝑝
∑
𝑗=1

𝐮′𝑗𝐲
𝑑𝑗

𝐯𝑗 .

최소제곱 해의 성분을 방향 𝐯𝑗마다 𝑑2𝑗 /(𝑑2𝑗 + 𝜆)배로 줄인다. 특이값이 작은 방향, 곧 자료가

정보를 적게 가진 방향을 가장 많이 줄인다.

증명. 𝑋 ′𝑋 + 𝜆𝐼 = 𝑉(𝐷2 + 𝜆𝐼)𝑉 ′, 𝑋 ′𝐲 = 𝑉𝐷𝑈 ′𝐲이므로 ̂𝜷𝜆 = 𝑉(𝐷2 + 𝜆𝐼)−1𝐷𝑈 ′𝐲이다. 성분으로

쓰면 위의 식이고, 𝜆 = 0이 최소제곱이다.

정리 8.6 (Hoerl–Kennard (1970)) 정의 1.1의 모형에서 0 < 𝜆 < 𝜎2/max𝑗 𝜗2𝑗 이면 (𝝑 = 𝑉 ′𝜷)

𝐸‖ ̂𝜷𝜆 − 𝜷‖2 < 𝐸‖ ̂𝜷 − 𝜷‖2.

치우친 ridge추정량이 BLUE를 평균제곱오차에서 이기는 𝜆가 언제나 있다.

증명. 𝑉로 돌려도 노름은 같으므로 𝝑 = 𝑉 ′𝜷의 좌표에서 계산한다. 최소제곱의 𝑗번째 성분

̂𝜗𝑗 = 𝐮′𝑗𝐲/𝑑𝑗 는 평균 𝜗𝑗, 분산 𝜎2/𝑑2𝑗 이고, ridge의 성분은 𝑐𝑗 ̂𝜗𝑗, 𝑐𝑗 = 𝑑2𝑗 /(𝑑2𝑗 + 𝜆)이다. 분산과

치우침의 제곱을 더하면

𝑀(𝜆) = 𝐸‖ ̂𝜷𝜆 − 𝜷‖2 =
𝑝
∑
𝑗=1

𝜎2𝑑2𝑗 + 𝜆2𝜗2𝑗
(𝑑2𝑗 + 𝜆)2

, 𝑀′(𝜆) =
𝑝
∑
𝑗=1

2𝑑2𝑗 (𝜆𝜗2𝑗 − 𝜎2)
(𝑑2𝑗 + 𝜆)3

이다. 0 < 𝜆 < 𝜎2/max 𝜗2𝑗 이면 모든 항이 음수이므로 𝑀은 [0, 𝜆]에서 감소하고, 𝑀(𝜆) < 𝑀(0) =
𝐸‖ ̂𝜷 − 𝜷‖2이다.

예제 8.7 (공선성자료의 ridge) 예제 7.5의 표본(중심화)에서 𝑋의 두 특이값은 13.56과 0.366
이다. 𝜆를 0, 1, 10으로 올리면 ( ̂𝛽1, ̂𝛽2)는 (4.71, −2.87) → (1.36, 0.47) → (0.93, 0.82)로 참

값 (1, 1) 쪽으로 모인다(그림 8.1 오른쪽). 줄어드는 것은 거의 전부 작은 특이값의 방향

𝐯2 ≈ (1, −1)/√2, 곧 “두 계수의 차”다. 합의 방향은 거의 건드리지 않는다. 이 설계에서

𝜎 = 1, 𝜷 = (1, 1)이면 최소제곱의 평균제곱오차는 7.47이고 ridge는 𝜆 ≈ 7에서 0.010으로,

700배 작다. 𝜷가 거의 전부 큰 특이값의 방향에 있어서 작은 방향을 줄이는 대가(치우침)가

거의 없기 때문이다.

가정주의 최적의 𝜆는 모르는 𝜷에 의존한다(연습 3.5의 𝑐와 같다). 실무에서는 교차검증으로

고른다. 16회에서 Stein은 정규 평균 세 개 이상을 동시에 추정할 때, 𝜷와 무관하게 언제나

최소제곱을 이기는 축소 추정량이 있음을 보인다.
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그림 8.1 왼쪽: Galton자료의 경사하강. 원래의 부모 키(𝜅 = 6.8 × 106, 주황)로는 오차가 거의 줄지 않고,

중심화하면(𝜅 = 3.19, 파랑) 100번쯤에 기계 정밀도에 이른다. 점선은 정리 8.1의 상계 (1 − 1/𝜅)𝑘이다.

오른쪽: 공선성 자료의 ridge경로. 𝜆가 커지면 두 계수가 참값 1(회색 점선) 근처로 모이고, 합(빨강 점선)

은 𝜆 ≈ 10까지 거의 그대로다.

연습문제

연습 8.1 (덧붙인 자료 ★) (a) ̃𝑋 = ( 𝑋
√𝜆𝐼𝑝 ), 𝐲̃ = ( 𝐲𝟎 )로 최소제곱을 하면 ridge 해가 나옴을

보여라. (b) weight decay를 붙인 경사하강 𝐰 ← (1 − 𝜂𝜆)𝐰 − 𝜂𝑋 ′(𝑋𝐰 − 𝐲)의 고정점이 ̂𝜷𝜆
임을 보여라. 풀이 57쪽

연습 8.2 (두 점, 세 모수★★) 𝑋 = ( 1 0 1
0 1 1 ), 𝐲 = (1, 1)′이다. 정규방정식의 해 전체를 쓰고, 그

가운데 노름이 가장 작은 해가 (1/3, 1/3, 2/3)임을 보여라. 원점에서 출발한 경사하강이 이

해로 가는 것을 정리 8.3으로 설명하라. 풀이 57쪽

연습 8.3 (조건수와 중심화 ★★) 단순회귀에서 𝐴 = 𝑋 ′𝑋/𝑛 = ( 1 𝑥̄
𝑥̄ 𝑥2 )이다. 𝑥를 중심화하면

𝐴 = diag(1, 𝑠2𝑥) (𝑠2𝑥 = 1
𝑛
∑(𝑥𝑖 − ̄𝑥)2)임을 보이고, 중심화하지 않았을 때 ̄𝑥2 ≫ 1이면

𝜅 ≈ (1 + ̄𝑥2 + 𝑠2𝑥)2/𝑠2𝑥임을 보여라(고유값의 합과 곱을 쓰라). Galton의 ̄𝑥 = 68.3, 𝑠2𝑥 = 3.19
로 6.8 × 106을 확인하라. 풀이 58쪽
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9
정리와역사노트

9.1 한 장요약

정리 내용 조건

정규방정식 (2.2) 𝑋 ′𝑋 ̂𝜷 = 𝑋 ′𝐲, 𝑆(𝐛) = 𝑆( ̂𝜷) + ‖𝑋(𝐛 − ̂𝜷)‖2 —

hat행렬 (2.5) 𝐻는 col(𝑋) 위로의 사영, tr 𝐻 = 𝑝, 𝐲̂ ⟂ 𝐞 rank𝑋 = 𝑝

적률 (3.2) 𝐸 ̂𝜷 = 𝜷, Cov ̂𝜷 = 𝜎2(𝑋 ′𝑋)−1, 𝐸𝑠2 = 𝜎2 Gauss–Markov
가정

Gauss–Markov (3.3) 선형불편추정량 가운데 최소제곱이 최선(BLUE) Gauss–Markov
가정

정규 선형모형 (3.6) 최소제곱 =MLE = UMVUE 정규 오차

Aitken (3.7) (𝑋 ′𝑉−1𝑋)−1𝑋 ′𝑉−1𝐲가 BLUE Cov 𝜺 = 𝜎2𝑉

𝜒2 판정 (4.1) 𝐙′𝐴𝐙 ∼ 𝜒2(𝑟) ⟺ 𝐴멱등, 계수 𝑟 𝐙 ∼ 𝒩(𝟎, 𝐼)

Craig (4.4) · Cochran (4.5) 𝐴𝐵 = 0 ⇒독립, ∑𝑟𝑖 = 𝑛 ⟺ 독립인 𝜒2(𝑟𝑖) 𝐙 ∼ 𝒩(𝟎, 𝐼)

표본분포 (4.7, 4.8) ̂𝜷 정규, RSS/𝜎2 ∼ 𝜒2(𝑛 − 𝑝), 독립, 계수의 𝑡 정규 오차

일반선형가설 (4.9) 𝐹 = (RSS0−RSS)/𝑞
RSS/(𝑛−𝑝)

,가능도비 검정 정규 오차

최선의 선형예측 (5.1) 𝜷∗ = (𝐸𝐱𝐱′)−1𝐸𝐱𝑌 2차 적률

Frisch–Waugh–Lovell (5.3) 편회귀계수 =잔차끼리의 회귀, VIF = 1/(1 − 𝑅2𝑗 ) —

누락변수 (5.6) 𝐸 ̃𝜷1 = 𝜷1 + Γ𝜷2 —

샌드위치 (7.1) · 한 점 빼기

(7.3)
(𝑋 ′𝑋)−1𝑋 ′Σ𝑋(𝑋 ′𝑋)−1, 𝑒𝑖/(1 − ℎ𝑖𝑖) —

경사하강 (8.1, 8.3) 속도 (1 − 1/𝜅)𝑘, 원점에서 출발하면 최소노름 해 —

Hoerl–Kennard (8.6) 평균제곱오차에서 BLUE를 이기는 ridge가 있다 —

최소제곱의 모든 정리는 하나의 그림에서 나왔다. 𝐲를 평면 col(𝑋)에 수직으로 내리는 것이다

(그림 2.1). 정규방정식은 “잔차가 평면과 직교한다”, Gauss–Markov는 “다른 추정량은 직교하는

잡음을 더한 것” , Cochran은 “직교하는 평면들 위의 조각은 독립” , 𝐹 검정은 “두 평면 위의 발
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사이의 거리”다. 14회의 분산분석은 이 그림에 평면을 더 그린다.

9.2 Stigler의 명명법칙

이름과발견

• 최소제곱: 처음 출판한 사람은 Legendre(1805)다. 미국의 Robert Adrain(1808)도 따로 이르렀다.

Gauss의 1795년 주장은 그의 편지와 일기로 뒷받침되지만, 출판으로 세상에 알린 것은 Legendre
였다(Stigler 1981).

• Gauss–Markov 정리: Gauss(1823)의 정리다. Markov(1900)는 그것을 교과서에 옮겼을 뿐인데

Neyman(1934)의 인용으로 이름이 붙었다. Plackett(1949)가 이를 바로잡았다.

• Cochran의 정리: Fisher(1925)는 분산분석표에서 특수한 경우를 이미 썼다. Cochran(1934)은
그것을 일반 정리로 증명했다.

• Craig의 정리: Craig(1943)의 필요조건 증명에는 틈이 있었다. Sakamoto(1944), Matusita(1949),
Ogawa(1949)가 같은 문제를 다뤘고, 그래서 Craig–Sakamoto정리라고도 부른다.

• Frisch–Waugh–Lovell: 편회귀의 생각은 Yule(1907)에 있었다. Frisch와 Waugh(1933)가 시계열

의 추세에서, Lovell(1963)이 일반형으로 썼다.

• Simpson의 역설: Pearson(1899)과 Yule(1903)이 먼저 보았다. Simpson(1951)은 그 정리를 썼다.

• Ridge: 수치해석에서는 Tikhonov(1943)의 정칙화로 먼저 나왔다.

• 회귀: Galton의 “평범함으로의 회귀”는 유전의 현상을 가리키는 말이었다. Yule이 그것을 최소제

곱 적합과 같은 것으로 만든 뒤, 유전과 무관한 모든 최소제곱 적합이 “회귀”라 불리게 되었다.

9.3 7 Pillars 지도

이번 회차는 첫째 기둥 Aggregation의 완성이다. 3회의 평균에서 시작한 “관측을 결합하면 정보

가 는다”는 생각이, Mayer의 묶음과 Legendre의 최소제곱을 거쳐 Gauss–Markov정리라는 최적

성으로 끝났다. 넷째 기둥 Regression도 여기서 칠한다. Galton이 유전에서 본 회귀와 천문학의

최소제곱이 Yule에게서 하나가 되었다. 4절의 𝐹 검정은 셋째 기둥 Likelihood가 선형모형에서

정확한 분포를 얻은 모습이다.

9.4 다음회—분산분석과실험설계 (1885 → 1954)

이번 회차의 설계행렬 𝑋는 주어진 것이었다. 천문학자는 달의 위치를 고를 수 없었다. 14회는 𝑋를

고르는이야기다. Rothamsted의 Fisher는 비료와 품종을 밭에 어떻게 배치할지를 정해 그 효과를

날씨와 땅의 차이에서 떼어 냈다. 수학은 이번 회차와 같다. 처치의 효과는 사영이고, 분산분석표는

Cochran의 정리다. 새로운 것은 무작위화다. 무작위로 배치하면 𝑋와 오차가 상관될 길이 끊기고,

48



수리통계학 13회 · 최소제곱 9 정리와역사노트

7절의 Yule–Simpson역설이 설계 단계에서 사라진다.
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A
연습문제풀이

각 풀이의 머리에 있는 문제 ○○쪽을 누르면 문제로 돌아간다. 계산 문제의 수치는 노트북에서

같은 계산으로 확인했다.

1절

연습 1.1 문제 8쪽

첫 식에서 둘째 식을 빼면 14.6391 𝛼 − 2.5375 𝛾 = 22.150, 셋째 식에서 둘째 식을 빼면 8.9381 𝛼 +
6.2206 𝛾 = 12.750이다. 이 둘을 풀면 𝛼̂ = 1.4958, ̂𝛾 = −0.0996이고, 첫 식에 넣으면 −9 ̂𝛽 =
−118.133 − 8.4987𝛼̂ + 0.7932 ̂𝛾에서 ̂𝛽 = 14.547이다. ̂𝜃 = arcsin(−0.0996/1.4958) = −3.82∘ =
−3∘49.1′.

연습 1.2 문제 8쪽

무상관이므로 Var ̄𝜀 = 1
𝑚2 ∑Var 𝜀𝑖 = 𝜎2/𝑚이고 표준편차는 𝜎/√𝑚이다. 𝑚 = 9이면 3분의 1이다.

Mayer가 생각한 9분의 1이 아니다.

연습 1.3 문제 8쪽

(a) 정리 2.2에서 𝑋 = 𝟏이면 𝑛𝜇̂ = ∑𝑦𝑖. (b) ∑|𝑦𝑖 − 𝜇|의 최소점은 중앙값이다(5회 연습 1.4).
(c) 조건 (i)은 ∑(𝑦𝑖 − 𝑏0) = 0, 곧 𝑏0 = ̄𝑦이고, 미지수가 하나뿐이어서 조건 (ii)가 할 일이 남지

않는다.

연습 1.4 문제 8쪽

𝐛를 고정하면 𝑢𝑖 − 𝑣𝑖 = 𝑦𝑖 − 𝐱′𝑖𝐛를 만족하는 𝑢𝑖, 𝑣𝑖 ≥ 0 가운데 𝑢𝑖 + 𝑣𝑖의 최소는 |𝑦𝑖 − 𝐱′𝑖𝐛|
이고 𝑢𝑖 = max(𝑟𝑖, 0), 𝑣𝑖 = max(−𝑟𝑖, 0)일 때 이루어진다. 따라서 두 문제의 최솟값과 최소점의

𝐛가 같다. 최적해에서 𝑢𝑖, 𝑣𝑖 > 0이면 둘에서 min(𝑢𝑖, 𝑣𝑖)를 빼도 제약이 유지되고 목적함수가

작아지므로 모순이다.
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연습 1.5 문제 8쪽

𝐸𝑆를 고른 세 행을 뽑는 3 × 27 행렬이라 하면 𝐲𝑆 = 𝐸𝑆𝐲, 𝑋𝑆 = 𝐸𝑆𝑋이고 𝐴 = 𝑋−1
𝑆 𝐸𝑆에 대해

𝐴𝑋 = 𝑋−1
𝑆 𝑋𝑆 = 𝐼3이다. Cov ̃𝜷𝑆 = 𝜎2𝐴𝐴′ = 𝜎2𝑋−1

𝑆 𝐸𝑆𝐸′𝑆𝑋−T
𝑆 = 𝜎2(𝑋 ′

𝑆𝑋𝑆)−1. det 𝑋𝑆가 0에 가까우

면 (𝑋 ′
𝑆𝑋𝑆)−1이 커져 분산이 폭발한다. 2925가지 해의 ̂𝛽가 −426∘에서 104∘까지 흩어진 것이 그

결과다(노트북).

2절

연습 2.1 문제 14쪽

정규방정식은 𝑛𝑏0 + 𝑏1∑𝑥𝑖 = ∑𝑦𝑖, 𝑏0∑𝑥𝑖 + 𝑏1∑𝑥2𝑖 = ∑𝑥𝑖𝑦𝑖이다. 첫 식에서 𝑏0 = ̄𝑦 − 𝑏1 ̄𝑥
를 둘째 식에 넣으면 𝑏1(∑𝑥2𝑖 −𝑛 ̄𝑥2) = ∑𝑥𝑖𝑦𝑖 −𝑛 ̄𝑥 ̄𝑦, 곧 𝑏1𝑆𝑥𝑥 = 𝑆𝑥𝑦. ̂𝑦𝑖 − ̄𝑦 = ̂𝑏1(𝑥𝑖 − ̄𝑥)이므로

ESS = ̂𝑏21𝑆𝑥𝑥 = 𝑆2𝑥𝑦/𝑆𝑥𝑥이고 𝑅2 = 𝑆2𝑥𝑦/(𝑆𝑥𝑥𝑆𝑦𝑦) = 𝑟2.

연습 2.2 문제 14쪽

𝑋 ′𝑋 = 𝑛, 𝑋 ′𝐲 = ∑𝑦𝑖이므로 𝐻 = 𝟏𝟏′/𝑛, 𝐲̂ = ̄𝑦𝟏. RSS = ∑(𝑦𝑖− ̄𝑦)2이므로 RSS/(𝑛−1) = 𝑆2이다.

𝑛 − 𝑝 = 𝑛 − 1이다.

연습 2.3 문제 14쪽

FWL(정리 5.3)이나 직접 계산으로, 중심화한 설계 [𝟏, 𝑥− ̄𝑥]는 직교하는 두 열이므로𝐻 = 𝟏𝟏′/𝑛+
(𝐱− ̄𝑥𝟏)(𝐱− ̄𝑥𝟏)′/𝑆𝑥𝑥이다(정리 2.5(d)로𝐻는 중심화와 무관하다). 대각원소가 1/𝑛+(𝑥𝑖− ̄𝑥)2/𝑆𝑥𝑥
이다. 예에서 ̄𝑥 = 9, 𝑆𝑥𝑥 = 10 ⋅ 1 + 100 = 110이므로 ℎ = 1/11 + 100/110 = 1이다.

연습 2.4 문제 14쪽

𝑋가 𝑋𝑇, 𝑇 = diag(1, 2.54)로 바뀐다. 정리 2.5(d)로𝐻, 적합값, 잔차, 𝑅2은 그대로다. 𝑋𝑇 ̂𝜷′ = 𝑋 ̂𝜷
이어야 하므로 ̂𝜷′ = 𝑇−1 ̂𝜷, 곧 절편은 같고 기울기는 ̂𝑏1/2.54이다.

연습 2.5 문제 14쪽

[𝑋, 𝐳]로 맞춘 최소제곱은 ‖𝐲−𝑋𝐛−𝑐𝐳‖2을 (𝐛, 𝑐)에 대해 최소로 한다. 𝑐 = 0으로 제한한 최솟값이

원래의 RSS이므로, 제한 없는 최솟값은 그보다 크지 않다. TSS는 그대로이므로 𝑅2은 줄지 않는다.

연습 2.6 문제 14쪽

만드는 방법에서 𝐱(𝑘) = ∑𝑗<𝑘(𝐪′𝑗𝐱(𝑘))𝐪𝑗 + ‖𝐫𝑘‖ 𝐪𝑘 (𝐫𝑘는 빼고 남은 벡터)이다. 일차독립이므로
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𝐫𝑘 ≠ 𝟎이다. 𝑅의 원소를 𝑟𝑗𝑘 = 𝐪′𝑗𝐱(𝑘) (𝑗 < 𝑘), 𝑟𝑘𝑘 = ‖𝐫𝑘‖ > 0, 𝑟𝑗𝑘 = 0 (𝑗 > 𝑘)로 두면 𝑋 = 𝑄𝑅
이다. 𝐪𝑘들은 귀납법으로 서로 직교하고 길이가 1이다.

연습 2.7 문제 14쪽

(a) 스펙트럼 분해(5회 보조정리 3.2) 𝑃 = 𝑉Λ𝑉 ′에서 𝑃2 = 𝑉Λ𝑉 ′𝑉Λ𝑉 ′ = 𝑉Λ2𝑉 ′이다. 𝑃2 = 𝑃
이면 𝑉Λ2𝑉 ′ = 𝑉Λ𝑉 ′이고 양쪽에 𝑉 ′, 𝑉를 곱하면 Λ2 = Λ, 곧 𝜆2𝑖 = 𝜆𝑖이고 𝜆𝑖 ∈ {0, 1}이다.

계수는 0이 아닌 고유값의 수, 곧 1의 개수이고, 그것이 tr 𝑃 = trΛ = ∑𝑖 𝜆𝑖이다. (b) 고유값

1에 해당하는 𝑉의 열 𝑟개를 𝑈로 모으면 𝑃 = 𝑉Λ𝑉 ′ = 𝑈𝑈 ′이다. 𝑉의 열이 정규직교이므로

𝑈 ′𝑈 = 𝐼𝑟이다. 𝑃 = 𝑈𝑈 ′에서 col(𝑃) ⊆ col(𝑈)이고, 𝑃𝑈 = 𝑈𝑈 ′𝑈 = 𝑈에서 col(𝑈) ⊆ col(𝑃)
이다. (c) (𝐼 − 𝑃)′ = 𝐼 − 𝑃이고 (𝐼 − 𝑃)2 = 𝐼 − 2𝑃 + 𝑃2 = 𝐼 − 𝑃이다. (a)를 𝐼 − 𝑃에 쓰면

rank(𝐼 − 𝑃) = tr(𝐼 − 𝑃) = 𝑛 − 𝑟이다. (d) (𝑃𝐯)′(𝐼 − 𝑃)𝐯 = 𝐯′𝑃(𝐼 − 𝑃)𝐯 = 𝐯′(𝑃 − 𝑃2)𝐯 = 0이다.

𝐰 ∈ col(𝑃)이면 𝑃𝐯 − 𝐰 ∈ col(𝑃)이고, col(𝑃)의 원소 𝑃𝐮와 (𝐼 − 𝑃)𝐯의 내적은 𝐮′𝑃(𝐼 − 𝑃)𝐯 = 0
이다. 따라서

‖𝐯 −𝐰‖2 = ‖(𝐼 − 𝑃)𝐯 + (𝑃𝐯 −𝐰)‖2 = ‖(𝐼 − 𝑃)𝐯‖2 + ‖𝑃𝐯 −𝐰‖2 ≥ ‖𝐯 − 𝑃𝐯‖2

이고 등호는 𝐰 = 𝑃𝐯일 때뿐이다.

연습 2.8 문제 14쪽

(a) 𝑋 ′𝑋가 대칭이므로 그 역행렬도 대칭이고

𝐻′ = 𝑋((𝑋 ′𝑋)−1)′𝑋 ′ = 𝐻, 𝐻2 = 𝑋(𝑋 ′𝑋)−1(𝑋 ′𝑋)(𝑋 ′𝑋)−1𝑋 ′ = 𝐻

이다. 𝐻𝑋 = 𝑋이므로 𝑋의 열은 모두 col(𝐻)에 있고, col(𝑋) ⊆ col(𝐻)이다. 거꾸로 𝐻𝐯 =
𝑋((𝑋 ′𝑋)−1𝑋 ′𝐯)이므로 col(𝐻) ⊆ col(𝑋)이다.

(b) 대각합의 성질 tr 𝐴𝐵 = tr 𝐵𝐴로

tr 𝐻 = tr(𝑋 ⋅ (𝑋 ′𝑋)−1𝑋 ′) = tr((𝑋 ′𝑋)−1𝑋 ′𝑋) = tr 𝐼𝑝 = 𝑝

이고, 보조정리 2.4(a)로 rank𝐻 = tr𝐻 = 𝑝이다.

(c) 𝐲̂ = 𝑋 ̂𝜷 = 𝑋(𝑋 ′𝑋)−1𝑋 ′𝐲 = 𝐻𝐲이고 𝐞 = 𝐲 − 𝐲̂ = (𝐼 − 𝐻)𝐲이다. 정규방정식이 𝑋 ′𝐞 = 𝟎이고,

𝐲̂ = 𝑋 ̂𝜷이므로 𝐲̂′𝐞 = ̂𝜷′𝑋 ′𝐞 = 0이다. 𝐲 = 𝐲̂ + 𝐞의 두 조각이 직교하므로 ‖𝐲‖2 = ‖𝐲̂‖2 + ‖𝐞‖2

이다. RSS = 𝐞′𝐞 = 𝐲′(𝐼 − 𝐻)′(𝐼 − 𝐻)𝐲 = 𝐲′(𝐼 − 𝐻)𝐲이고, 보조정리 2.4(c)로 𝐼 − 𝐻는 계수

𝑛 − 𝑝의 사영이다. (d) (𝑋𝑇)′(𝑋𝑇) = 𝑇 ′𝑋 ′𝑋𝑇이고 그 역행렬은 𝑇−1(𝑋 ′𝑋)−1𝑇−T이다. 따라서

𝑋𝑇 𝑇−1(𝑋 ′𝑋)−1𝑇−T 𝑇 ′𝑋 ′ = 𝑋(𝑋 ′𝑋)−1𝑋 ′ = 𝐻이다.

연습 2.9 문제 15쪽

(a) 𝐻가 대칭 멱등이므로 𝐻 = 𝐻2 = 𝐻𝐻′이고 (𝑖, 𝑖) 원소는 ℎ𝑖𝑖 = ∑𝑗 ℎ2𝑖𝑗 = ℎ2𝑖𝑖 +∑𝑗≠𝑖 ℎ2𝑖𝑗 ≥ ℎ2𝑖𝑖
이다. ℎ𝑖𝑖 ≥ ℎ2𝑖𝑖은 0 ≤ ℎ𝑖𝑖 ≤ 1과 같다. ∑𝑖 ℎ𝑖𝑖 = tr𝐻 = 𝑝 (정리 2.5(a)). (b) 𝟏 ∈ col(𝑋) = col(𝐻)
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이므로 𝐻𝟏 = 𝟏이고 𝐻𝐽 = 𝐻𝟏𝟏′/𝑛 = 𝐽, 𝐽𝐻 = (𝐻𝐽)′ = 𝐽이다. 𝐽2 = 𝟏(𝟏′𝟏)𝟏′/𝑛2 = 𝐽이므로

(𝐻 − 𝐽)2 = 𝐻 − 𝐻𝐽 − 𝐽𝐻 + 𝐽 = 𝐻 − 𝐽이고 𝐻 − 𝐽는 대칭 멱등이다. (a)와 같은 계산으로 그

대각원소 ℎ𝑖𝑖 − 1/𝑛은 0 이상이다. (c) (𝐼 − 𝐻)𝑋 = 0이므로 𝐞 = (𝐼 − 𝐻)(𝑋𝜷 + 𝜺) = (𝐼 − 𝐻)𝜺이다.

5회 보조정리 3.1로 Cov 𝐞 = (𝐼 − 𝐻)(𝜎2𝐼)(𝐼 − 𝐻)′ = 𝜎2(𝐼 − 𝐻)이고 대각원소는 𝜎2(1 − ℎ𝑖𝑖)이다.

3절

연습 3.1 문제 20쪽

𝑋 ′𝑋 = ( 𝑛 ∑𝑥𝑖
∑𝑥𝑖 ∑𝑥2𝑖

)의 행렬식은 𝑛𝑆𝑥𝑥이므로 (𝑋 ′𝑋)−1 = 1
𝑛𝑆𝑥𝑥

( ∑𝑥2𝑖 −∑𝑥𝑖
−∑𝑥𝑖 𝑛 ). ∑𝑥2𝑖 = 𝑆𝑥𝑥 + 𝑛 ̄𝑥2

을 쓰면 세 식이 나온다. 상관은 − ̄𝑥/√ ̄𝑥2 + 𝑆𝑥𝑥/𝑛이고, ̄𝑥가 0에서 멀면 −1(또는 +1)에 가깝다.

절편은 자료에서 먼 𝑥 = 0에서의 외삽이어서 기울기와 강하게 얽힌다. 중심화하면 상관이 0이
된다.

연습 3.2 문제 20쪽

𝐸∑𝑤𝑖𝑦𝑖 = 𝜇∑𝑤𝑖이므로 불편 ⟺ ∑𝑤𝑖 = 1. Var = 𝜎2∑𝑤2
𝑖 이고 ∑𝑤2

𝑖 = ∑(𝑤𝑖 −
1
𝑛
)2 +

2
𝑛
∑𝑤𝑖 −

1
𝑛
= ∑(𝑤𝑖 −

1
𝑛
)2 + 1

𝑛
≥ 1

𝑛
. 등호는 𝑤𝑖 = 1/𝑛일 때뿐이다.

연습 3.3 문제 20쪽

̄𝑦𝑗 = 𝜇 + ̄𝜀𝑗, Var ̄𝜀𝑗 = 𝜎2/𝑚𝑗 이므로 𝑉 = diag(1/𝑚1,… , 1/𝑚𝑘), 𝑋 = 𝟏이다. 따름정리 3.7로
𝜇̂ = (𝟏′𝑉−1𝟏)−1𝟏′𝑉−1𝐲̄ = ∑𝑚𝑗 ̄𝑦𝑗/∑𝑚𝑗. 분자는 모든 측정의 합이므로 전체 평균이다.

연습 3.4 문제 20쪽

𝐴 = (𝐺′𝑋)−1𝐺′로 𝐴𝐴′를 계산해 (𝑋 ′𝑋)−1과 대각원소를 비교한다(노트북). 묶음 합은 각 묶음

안에서 𝑥𝑖3의 차이를 버린다. 묶음 I의 𝑥𝑖3은 −0.47에서 0.46까지 퍼져 있지만 합은 −0.79이고,

묶음 II도 −0.91에서 0.94까지 퍼져 있지만 합은 1.74이다. 𝛾에 대한 정보는 묶음 III의 큰 합(7.96)
에만 남는다. 최소제곱은 각 방정식의 𝑥𝑖3을 따로 쓰므로 묶음 안의 퍼짐까지 정보로 쓴다. 𝛼의

계수는 Mayer가 묶음을 그것으로 나눴으므로 정보가 덜 버려졌다.

연습 3.5 문제 20쪽

𝐸𝑐 ̄𝑦 = 𝑐𝜇, Var 𝑐 ̄𝑦 = 𝑐2𝜎2/𝑛이므로 평균제곱오차는 𝑐2𝜎2/𝑛 + (1 − 𝑐)2𝜇2. 𝑐로 미분해 0으로 두면

𝑐∗ = 𝜇2/(𝜇2 + 𝜎2/𝑛)이고, 그때의 값은
𝜎2

𝑛
⋅ 𝜇2

𝜇2+𝜎2/𝑛
< 𝜎2

𝑛
이다. 𝑐∗가 모르는 𝜇에 의존하므로

그대로는 쓸 수 없다.
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연습 3.6 문제 21쪽

(a) 5회 보조정리 3.2로 양정치 𝑉는 양정치인 대칭 제곱근 𝑉1/2를 갖고, 𝑉−1/2 = (𝑉1/2)−1이다.

𝐲∗ = 𝑉−1/2𝐲 = 𝑋∗𝜷 + 𝜺∗, 𝜺∗ = 𝑉−1/2𝜺이고, 5회 보조정리 3.1로 Cov 𝜺∗ = 𝑉−1/2(𝜎2𝑉)𝑉−1/2 =
𝜎2𝐼이다. 𝑉−1/2가 가역이므로 rank𝑋∗ = rank𝑋 = 𝑝이다. (b) 𝐴∗ = 𝐴𝑉1/2로 두면 𝐴𝐲 =
𝐴𝑉1/2𝑉−1/2𝐲 = 𝐴∗𝐲∗이고, 𝐴∗𝑋∗ = 𝐴𝑉1/2𝑉−1/2𝑋 = 𝐴𝑋이다. 따라서 𝐴𝑋 = 𝐼 ⟺ 𝐴∗𝑋∗ = 𝐼
이고, 𝐴 ↦ 𝐴𝑉1/2는 일대일 대응이다. 두 모형의 선형불편추정량은 같은 추정량들의 모임이

다. (c) 변환된 모형은 정의 1.1의 가정을 만족하므로 정리 3.3로 BLUE는 (𝑋∗T𝑋∗)−1𝑋∗T𝐲∗ =
(𝑋 ′𝑉−1𝑋)−1𝑋 ′𝑉−1𝐲이고 공분산은 𝜎2(𝑋∗T𝑋∗)−1 = 𝜎2(𝑋 ′𝑉−1𝑋)−1이다. (d) 보통 최소제곱은 𝐿𝐲,
𝐿 = (𝑋 ′𝑋)−1𝑋 ′이고 𝐿𝑋 = 𝐼이므로 여전히 불편이다. 5회 보조정리 3.1로 Cov 𝐿𝐲 = 𝐿(𝜎2𝑉)𝐿′ =
𝜎2(𝑋 ′𝑋)−1𝑋 ′𝑉𝑋(𝑋 ′𝑋)−1이다. 𝐿𝐲는 (b)로 변환된 모형의 선형불편추정량이므로 (c)의 BLUE보다

공분산이 작지 않다(정리 3.3).

4절

연습 4.1 문제 29쪽

diag(2, 0): 2𝑍21 , 평균 2, 분산 8. 평균이 2인 𝜒2은 𝜒2(2)이고 분산이 4이므로 아니다. diag(1, −1):
𝑍21 − 𝑍22, 평균 0,분산 4.음수 값을 가지므로 𝜒2일 수 없다.

연습 4.2 문제 29쪽

𝐼 − 𝐽는 대칭 멱등이므로 Var 𝐙′(𝐼 − 𝐽)𝐙 = 2 tr((𝐼 − 𝐽)2) = 2 tr(𝐼 − 𝐽) = 2(𝑛 − 1). (𝑛 − 1)2으로

나누면 2/(𝑛 − 1)이다(𝜎 = 1).

연습 4.3 문제 29쪽

𝐙 = Σ−1/2𝐗로 두면 𝐙 ∼ 𝒩(𝟎, 𝐼)이다. ̃𝐴 = Σ1/2𝐴Σ1/2로 쓰면 𝐗′𝐴𝐗 = 𝐙′ ̃𝐴𝐙이다. ̃𝐵도 같게 두면

̃𝐴 ̃𝐵 = Σ1/2𝐴Σ𝐵Σ1/2 = 0이므로 정리 4.4(a).

연습 4.4 문제 29쪽

𝐶 = 𝐞′𝑗이면 𝑊 = [(𝑋 ′𝑋)−1]𝑗𝑗이고 RSS0 − RSS = ̂𝛽2𝑗 /𝑊 . 𝐹 = ̂𝛽2𝑗 /(𝑊𝑠2) = ( ̂𝛽𝑗/SE𝑗)
2 = 𝑡2𝑗 .

연습 4.5 문제 29쪽

RSS0 = TSS이므로 분자는 ESS/(𝑝 − 1) = 𝑅2TSS/(𝑝 − 1), 분모는 (1 − 𝑅2)TSS/(𝑛 − 𝑝). Galton:
𝐹 = 0.21046

0.78954
× 926 = 246.8.
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연습 4.6 문제 29쪽

−2 log 𝜆 = 27 log(1+𝐹/24) > 3.841은 𝐹 > 24(𝑒3.841/27−1) = 3.669와 같다.𝐻0 아래 𝐹 ∼ 𝐹(1, 24)
이므로 실제 크기는 𝑃(𝐹(1, 24) > 3.669) = 0.067이다. 정확한 5%임계값은 4.26이다. 𝑛 = 27에서

Wilks근사는 1종 오류를 3할 넘게 부풀린다.

5절

연습 5.1 문제 34쪽

𝑏𝑦𝑥 = 𝑆𝑥𝑦/𝑆𝑥𝑥, 𝑏𝑥𝑦 = 𝑆𝑥𝑦/𝑆𝑦𝑦이므로 곱은 𝑆2𝑥𝑦/(𝑆𝑥𝑥𝑆𝑦𝑦) = 𝑟2. (𝑥, 𝑦) 평면에서 𝑥를 𝑦로 맞춘 직

선의 기울기는 1/𝑏𝑥𝑦이고 |1/𝑏𝑥𝑦| = |𝑏𝑦𝑥|/𝑟2 ≥ |𝑏𝑦𝑥|이므로 더 가파르다. Galton: 0.646 × 0.326 =
0.210, 1/0.326 = 3.07.

연습 5.2 문제 34쪽

5회 따름정리 3.19로 𝐸[𝑌 ∣ 𝑋 = 𝑥] = 𝜇 + 𝜌(𝑥 − 𝜇)이므로 𝐸[𝑌 − 𝑋 ∣ 𝑋 = 𝑥] = −(1 − 𝜌)(𝑥 − 𝜇).
대칭이므로 반대 방향도 같다. 두 해의 분산이 같아도 극단은 양쪽 시간 방향으로 모두 평균에

가까워진다. 극단을 고르는 순간 그 해의 우연한 오차까지 함께 고르기 때문이고, 그 오차는 다른

해에 반복되지 않는다. 분산이 줄어든 것이 아니므로 “평범해짐”은 일어나지 않았다.

연습 5.3 문제 34쪽

Cov(𝑋, 𝑋2) = 𝐸𝑋3 = 0이므로 𝛽∗1 = 0, 𝛽∗0 = 𝐸𝑋2 = 1이다. 최선의 직선은 상수 1이고 설명력은

0이다. 잘못은 모형의 꼴에 있다. 𝐸[𝑌 ∣ 𝑋] = 𝑋2은 직선이 아니다. 설계행렬에 𝑥2 열을 더하면

(모수에 대해서는 여전히 선형모형) 완전히 맞는다.

연습 5.4 문제 34쪽

표본에서도 명제 5.6의 식은 정확한 항등식이다. 짧은 회귀의 기울기 = 긴 회귀의 기울기 +Γ̂×(성

별 계수)이다. Γ̂는 성별(아들 1)을 부모 키로 맞춘 기울기로, 노트북에서 −0.0095이다. 0.687 +
(−0.0095)(5.215) = 0.637. 부모 키가 큰 가족에 아들의 비율이 조금 낮았고, 성별을 빼면 그만큼

기울기가 작게 나온다. 𝑅2이 크게 오른 것은 성별이 자녀 키의 변동을 많이 설명하기 때문이다.

연습 5.5 문제 34쪽

(a) 정리 5.3에서 𝑋2 = 𝐱(𝑗) (한 열)로 두면 ̂𝛽𝑗 = (𝐱(𝑗)T𝑀𝐱(𝑗))−1𝐱(𝑗)T𝑀𝐲이다. 𝑀이 대칭 멱등

이므로 𝐱(𝑗)T𝑀𝐱(𝑗) = ‖𝑀𝐱(𝑗)‖2이다. (b) 𝐲 = 𝑋1𝜷1 + 𝐱(𝑗)𝛽𝑗 + 𝜺이고 𝑀𝑋1 = 0이므로 𝑀𝐲 =
𝑀𝐱(𝑗)𝛽𝑗 +𝑀𝜺이다. (a)에 넣으면 ̂𝛽𝑗 = 𝛽𝑗 +𝐱(𝑗)T𝑀𝜺/‖𝑀𝐱(𝑗)‖2이고, 5회 보조정리 3.1로 Var ̂𝛽𝑗 =
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𝜎2𝐱(𝑗)T𝑀𝑀𝐱(𝑗)/‖𝑀𝐱(𝑗)‖4 = 𝜎2/‖𝑀𝐱(𝑗)‖2이다. (c) 𝑀𝐱(𝑗) = (𝐼 − 𝐻1)𝐱(𝑗)는 𝑥𝑗 를 𝑋1로 맞춘 잔

차이므로 ‖𝑀𝐱(𝑗)‖2은 그 회귀의 RSS다. 𝑋1에 상수항이 있으므로 명제 2.6를 그 회귀에 쓸 수

있고, TSS = 𝑆𝑗𝑗이므로 RSS = 𝑆𝑗𝑗(1 − 𝑅2𝑗 )이다. 상수항이 없으면 TSS = ESS + RSS가 중심화한

제곱합으로 성립하지 않아 이 식이 맞지 않는다.

6절

연습 6.1 문제 37쪽

𝑡 = 0.6463/0.04114 = 15.71, 𝑝 = 2𝑃(𝑡926 > 15.71) = 1.7×10−49, 구간 0.6463±1.9625×0.04114 =
[0.566, 0.727]. 기울기 1의 𝑡는 (0.6463 − 1)/0.04114 = −8.60이다. 자녀는 부모만큼 평균에서

멀어지지 않는다.

연습 6.2 문제 37쪽

𝑢 = 𝛾/𝛼라 하면 𝜕𝜃/𝜕𝛼 = −𝛾/(𝛼2√1 − 𝑢2), 𝜕𝜃/𝜕𝛾 = 1/(𝛼√1 − 𝑢2). 𝛼̂ = 1.5058, ̂𝛾 = −0.0719에서

∇𝑔 = (0.0318, 0.6649) (라디안). 주된 항은 0.6649×0.0508 = 0.0338라디안 = 1.94∘이고, 공분산

행렬 전체를 쓰면 1.95∘이다.

연습 6.3 문제 37쪽

정리 3.6(a)의 𝜎̂2 = RSS/𝑛을 로그가능도에 넣으면 −𝑛
2
log(2𝜋𝜎̂2)− 𝑛

2
이다. RSS/𝑛 = 5.0003이므로

̂ℓ = −464 (log 31.418+1) = −2063.58.AIC= 4127.16+4 = 4131.16, BIC= 4127.16+2 log 928 =
4140.83. R의 관행이면 AIC = 4133.16이다.

7절

연습 7.1 문제 42쪽

RSS = 𝜺′(𝐼 − 𝐻)𝜺이고 보조정리 3.1로 𝐸 RSS = tr((𝐼 − 𝐻)Σ)이다. 𝑛 − 𝑝로 나누고 [(𝑋 ′𝑋)−1]𝑗𝑗를
곱한다. 예제의 설계에서 이것과 명제 7.1의 참 분산의 비가 0.63이다(노트북).

연습 7.2 문제 42쪽

𝑐 = 1−𝐮′𝐴−1𝐮라 하면 곱은 𝐼+ 𝐮𝐮′𝐴−1

𝑐
−𝐮𝐮′𝐴−1− 𝐮(𝐮′𝐴−1𝐮)𝐮′𝐴−1

𝑐
= 𝐼+𝐮𝐮′𝐴−1( 1−𝐮

′𝐴−1𝐮
𝑐

−1) = 𝐼.
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연습 7.3 문제 42쪽

̂𝛽1과 ̂𝛽2의 공분산은 음수다(두 변수가 양의 상관이면 한쪽 계수가 크게 나올 때 다른 쪽이 작

게 나온다). 합의 분산에서 큰 두 분산을 음의 공분산이 거의 상쇄한다. 예에서 𝑋 ′𝑋 = 𝑛( 1 𝑟
𝑟 1 ),

(𝑋 ′𝑋)−1 = 1
𝑛(1−𝑟2)

( 1 −𝑟
−𝑟 1 )이므로

Var( ̂𝛽1 ± ̂𝛽2) =
𝜎2(2 ∓ 2𝑟)
𝑛(1 − 𝑟2) = 2𝜎2

𝑛(1 ± 𝑟) .

합은 𝑟 → 1에서 𝜎2/𝑛으로 작고, 차는 2𝜎2/(𝑛(1 − 𝑟))로 폭발한다.

연습 7.4 문제 42쪽

전체: 남자 52/100 = 52%, 여자 33/100 = 33%. 학과 표시 𝑄와 여자 표시 𝐹로 합격을 맞추면 칸의

평균이 0.60−0.40𝑄+0.05𝐹로 정확히 맞으므로 긴 회귀의 여자 계수는 +0.05, 𝑄의 계수는 −0.40
이다. Γ는 𝑄를 𝐹로 맞춘 기울기로, 여자 가운데 Q 지원 비율 0.8에서 남자의 0.2를 뺀 0.6이다.

짧은 회귀의 계수는 0.05 + 0.6 × (−0.40) = −0.19 = 0.33 − 0.52이다.

연습 7.5 문제 42쪽

(a) 관측 𝑖를 빼면 𝑋 ′𝑋 = ∑𝑘 𝐱𝑘𝐱′𝑘와 𝑋 ′𝐲 = ∑𝑘 𝐱𝑘𝑦𝑘에서 𝑘 = 𝑖인 항이 빠지므로 𝐴 − 𝐱𝑖𝐱′𝑖와
𝑋 ′𝐲 − 𝐱𝑖𝑦𝑖이다. (b) ℎ𝑖𝑖 = 𝐱′𝑖𝐴−1𝐱𝑖 < 1이므로 연습 7.2의 공식을 쓸 수 있다.

̂𝜷(𝑖) = (𝐴−1 + 𝐴−1𝐱𝑖𝐱′𝑖𝐴−1
1 − ℎ𝑖𝑖

)(𝑋 ′𝐲 − 𝐱𝑖𝑦𝑖).

(c) 𝐴−1𝑋 ′𝐲 = ̂𝜷, 𝐱′𝑖𝐴−1𝑋 ′𝐲 = ̂𝑦𝑖, 𝐱′𝑖𝐴−1𝐱𝑖 = ℎ𝑖𝑖을 써서 전개하면

̂𝜷(𝑖) = ̂𝜷 − 𝐴−1𝐱𝑖𝑦𝑖 +
𝐴−1𝐱𝑖( ̂𝑦𝑖 − ℎ𝑖𝑖𝑦𝑖)

1 − ℎ𝑖𝑖
= ̂𝜷 +

𝐴−1𝐱𝑖( ̂𝑦𝑖 − ℎ𝑖𝑖𝑦𝑖 − (1 − ℎ𝑖𝑖)𝑦𝑖)
1 − ℎ𝑖𝑖

= ̂𝜷 − 𝐴−1𝐱𝑖𝑒𝑖
1 − ℎ𝑖𝑖

.

(d) (c)에 𝐱′𝑖를 곱하면 𝐱′𝑖 ̂𝜷(𝑖) = ̂𝑦𝑖−ℎ𝑖𝑖𝑒𝑖/(1−ℎ𝑖𝑖)이므로 𝑦𝑖−𝐱′𝑖 ̂𝜷(𝑖) = 𝑒𝑖+ℎ𝑖𝑖𝑒𝑖/(1−ℎ𝑖𝑖) = 𝑒𝑖/(1−ℎ𝑖𝑖)
이다.

8절

연습 8.1 문제 46쪽

(a) ̃𝑋 ′ ̃𝑋 = 𝑋 ′𝑋 + 𝜆𝐼, ̃𝑋 ′𝐲̃ = 𝑋 ′𝐲이므로 정규방정식이 ridge의 식이다. (b) 고정점에서 𝐰 =
(1 − 𝜂𝜆)𝐰 − 𝜂𝑋 ′(𝑋𝐰 − 𝐲)이므로 𝜆𝐰 = −𝑋 ′(𝑋𝐰 − 𝐲), 곧 (𝑋 ′𝑋 + 𝜆𝐼)𝐰 = 𝑋 ′𝐲.

연습 8.2 문제 46쪽

rank𝑋 = 2 = 𝑛이므로 정규방정식의 해는 𝑋𝐰 = 𝐲의 해, 곧 𝑤1 + 𝑤3 = 1, 𝑤2 + 𝑤3 = 1이다. 해

전체는 (1 − 𝑡, 1 − 𝑡, 𝑡)이고 노름의 제곱 2(1 − 𝑡)2 + 𝑡2은 𝑡 = 2/3에서 최소다. 해 (1/3, 1/3, 2/3) =
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1
3
(1, 0, 1) + 1

3
(0, 1, 1)은 𝑋의 행공간에 있다. 원점에서 시작한 경사하강은 행공간을 떠나지 않으

므로(정리 8.3의 1단계) 그 안의 유일한 해로 간다.

연습 8.3 문제 46쪽

중심화하면 ̄𝑥 = 0이므로 𝐴 = diag(1, 𝑠2𝑥). 중심화하지 않으면 𝐴의 대각합은 1+ ̄𝑥2+𝑠2𝑥, 행렬식은

𝑥2 − ̄𝑥2 = 𝑠2𝑥이다. ̄𝑥2 ≫ 1이면 큰 고유값은 대각합에 가깝고 작은 고유값은 행렬식/대각합에

가까우므로 𝜅 ≈ (1 + ̄𝑥2 + 𝑠2𝑥)2/𝑠2𝑥. Galton: (1 + 4666 + 3.19)2/3.19 = 6.8 × 106. 중심화하면

𝜅 = 3.19.
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