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이노트를쓰는법

이 노트는 다른 책 없이 읽도록 썼다. 쓰이는 정의와 정리는 모두 이 노트나 앞 회차의 노트에서

증명한다. 이 과정의 범위를 넘어 증명하지 않는 사실은 증명없이쓰는사실상자에 따로 밝힌다.

각 절은 역사 → 정의 · 정리 → 증명 → 그림 → 연습문제 순서다. 핵심 정리의 증명은 번호 붙은

단계 1 2 3 으로 쓰고, 단계마다 오른쪽 끝에 근거(앞 정리의 번호나 정의)를 단다. 읽을 때는

근거를 가리고 “왜 이 단계가 성립하는가”를 먼저 말해 본다. 합과 기댓값, 적분의 순서를 바꾸는

곳은조건확인단락에 따로 밝힌다. 나머지 정리는증명전략만 적고, 증명을 소문항으로 나눈 유도형

연습으로 돌린다. 이 연습은 건너뛰지 않고 손으로 쓴다.

근거에 붙은 [T1]–[T8]은 별책증명도구상자의 도구 번호다. 이 회차에서는 [T1]지시함수, [T2]대우,

[T4] Cauchy–Schwarz, [T6]합과 적분의 순서 바꾸기를 쓴다.

연습문제는 소절 끝에 모여 있다. 난이도는★계산·확인,★★증명·응용,★★★도전이다. 모든

문제의 풀이가 부록 A에 있고, 문제 끝의풀이○○쪽을 누르면 그 쪽으로 간다. 손으로 푸는 문제는

따로 워크북(계산 드릴, 빈칸 증명, 증명 문제, 퀄형)에 모았다.

상자의뜻

정의 대상을 처음 정하는 문장. 왼쪽 선이 보라다.

정리 증명할 주장(정리·보조정리·따름정리·명제). 왼쪽 선이 빨강이다.

예제 숫자를 넣어 끝까지 계산해 보는 곳. 왼쪽 선이 파랑이다.

가정주의 빼면 정리가 무너지는 가정. 왼쪽 선이 주황이다.

증명없이쓰는사실 (예) 이 과정에서 증명하지 않고 쓰는 결과. 무엇이 참인지, 왜 그럴듯한

지, 어디서 증명되는지를 밝힌다.

역사 그 개념이 태어난 사람과 문제. 회색 선 옆의 작은 글씨다.

연습 소절 끝의 연습문제. 가는 청록 선이고, 끝에 풀이가 있는 쪽 번호가 붙는다.

색의 뜻 수식과 그림에서 보라는 모수, 청록은 데이터·확률변수, 파랑은 통계량, 빨강은 핵심

결론이다. 노트북과 같은 색이다.
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0
들어가며

여는질문. 𝑝-값이 작다는 것은 무엇을 말하고, 무엇을 말하지 않는가? 같은 자료로 검정을

여러 가지 만들 수 있다면, 그 가운데 “가장 좋은” 검정은 무엇이며 어떤 뜻에서 가장 좋은가?

8회에서 𝑝-값과 검정의 크기, 검정력을 정의했다. 그때는 검정 통계량을 그때그때 골랐다. 이항

검정은 성공 수로, 𝑧 검정은 표본평균으로 했다. 왜 그 통계량이어야 하는가? Jerzy Neyman과

Egon Pearson은 1928년부터 이 질문을 붙잡았다. 그들은 검정을 “두 가지 오류의 균형”으로 다시

썼다. 귀무가설이 참인데 기각하는 오류의 확률(크기)을 미리 묶고, 그 안에서 대립가설이 참일 때

기각할 확률(검정력)을 최대로 하자는 것이다. 1933년 그들은 그런 검정이 가능도비로 기각역을

정하는 검정임을 증명했다. 이것이 Neyman–Pearson보조정리다.

Fisher는 이 관점을 끝까지 거부했다. 그에게 유의성 검정은 한 번의 실험에서 증거의 크기를 재는

귀납 추론이었다. 반복되는 결정의 오류율을 관리하는 귀납 행동이 아니었다. 두 사람의 다툼은

오늘의 𝑝-값 논쟁에도 그대로 남아 있다. 이 노트는 Neyman–Pearson의 길을 따라간다. 보조정리

에서 출발해 한쪽 가설의 균일최강력 검정(Karlin–Rubin, 2절)과 일반화 가능도비 검정(3절)에

이른다. 2차대전의 군수품 검사에서 태어난 Wald의 축차검정(4절)을 지나 결정이론으로 검정과

분류를 하나로 묶는다(5절). 6절에서는 Fisher(1936)의 붓꽃 자료로 판별분석을 유도한다. 7절은

𝑝-값이 말하지 않는 것(효과크기, Lindley의 역설)을 보고, 8절은 같은 수학이 ROC곡선과 온라인

A/B테스트에 있음을 본다.

학습목표

1. Neyman–Pearson보조정리를 증명하고, 확률화 검정이 왜 필요한지 이산분포에서 계산한다.

2. 단조가능도비를 갖는 족에서 Karlin–Rubin 정리로 한쪽 균일최강력 검정을 구하고, 양쪽

가설에는 그런 검정이 없음을 본다.

3. 축차확률비 검정을 구현하고 Wald경계와 평균 표본수를 증명·확인한다.

4. 손실·위험·Bayes규칙으로 검정과 분류를 통일하고, 정규 모형에서 선형판별분석을 유도한다.

5. 붓꽃 자료에 판별분석을 쓰고 ROC 곡선을 그리며, 효과크기와 Lindley의 역설로 𝑝-값의 한

계를 안다.
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도구 (1–11회)
크기 · 검정력 · 𝑝-값 (8회) Wilks · 프로파일 가능도 (9–10회)
충분통계량 · 지수족 (11회) 다변량 정규 (5회) 반복기댓값 (3회)

Neyman–Pearson (1.2)
𝑓1/𝑓0 > 𝑘이면 기각

확률화 검정 (예제 1.4)
이산분포의 정확한 크기

두 성질 (1.5)
충분통계량, 검정력 ≥ 𝛼

단조가능도비 (2.2)
지수족 · 균등

Karlin–Rubin (2.4)
한쪽 UMP

가능도비 검정 (3.1)
𝑡 · 𝐹 · 𝐺

Wald의 경계 (4.2)
𝐴 = log 1−𝛽

𝛼

Wald의 등식 (4.3)
𝐸∑𝑖≤𝑁 𝑍𝑖 = 𝐸𝑁 𝐸𝑍

평균 표본수
≈ 경계 / KL

Bayes 규칙 (5.2)
사후 기대손실 최소

Bayes 검정 (5.3)
= Neyman–Pearson 검정

Bayes 분류 (5.4)
LDA (5.5) · Fisher (5.6)

정규 평균 · Poisson
Cauchy의 유계 기각역

양쪽 가설엔 UMP 없음
기병대의 한쪽 검정

불량률 검사 42 대 77
혼합 SPRT · A/B

붓꽃 3/150
ROC · AUC 0.997

그림 0.1 이번 회차 정리들의 의존 관계. 화살표는 “증명에 쓰인다”는 뜻이다.

0.1 1–11회에서가져오는것

앞회차 내용

5회 정리 A · C 다변량 정규의 선형변환과 조건부분포

8회 정의 3.1 · 3.2, 정리 3.5 · 4.2 검정, 크기와 검정력, 구간과 검정의 쌍대성, 𝑝-값의 균등성

8회 예제 7.1 결과를 보며 멈추면 1종 오류가 커진다

9회 정리 5.2 · 10회 정리 1.8 Wilks정리, 귀찮은 모수가 있는 프로파일 가능도비

11회 정리 1.3 · 4.5 인수분해 정리, 지수족의 완비충분통계량

0.2 표기

자료 𝐗의 밀도는 𝑓(𝐱; 𝜃)이다. 검정은 검정함수 𝜑(𝐱) ∈ [0, 1]로 쓴다. 𝜑(𝐱)는 자료가 𝐱일 때 𝐻0

을 기각할 확률이다. 보통의 검정은 0 또는 1의 값만 갖고, 경계에서만 0과 1 사이의 값을 갖는

것을 확률화 검정이라 한다. 크기는 sup𝜃∈Ω0
𝐸𝜃𝜑(𝐗), 검정력 함수는 𝛾(𝜃) = 𝐸𝜃𝜑(𝐗)이다(8회

정의 3.2).
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수리통계학 12회 · 최적 검정과결정 1 Neyman–Pearson 보조정리

1
Neyman–Pearson 보조정리

역사 1926년 Gosset(Student)은 Egon Pearson에게 보낸 편지에서, 관측이 귀납가설 아래에서 드물다

는 것만으로는 기각할 이유가 되지 않는다고 썼다. 다른 설명 아래에서 더 그럴듯해야 한다는 것이다.

Pearson은 이 생각을 런던에 와 있던 폴란드 수학자 Jerzy Neyman과 함께 발전시켰다. 1928년 그들은

가능도의 비로 검정을 만들자고 제안했고, 1933년 가장 효율적인 검정의 문제에 대하여에서 그것이

단순가설 사이의 최강력 검정임을 증명했다.

1.1 최강력검정

정의 1.1 (최강력 검정) 𝐻0 ∶ 𝜃 = 𝜃0 대 𝐻1 ∶ 𝜃 = 𝜃1 (둘 다 단순가설)에서, 크기가 𝛼 이하인

모든 검정 𝜑에 대해 𝐸𝜃1𝜑∗ ≥ 𝐸𝜃1𝜑이고 𝐸𝜃0𝜑∗ ≤ 𝛼인 검정 𝜑∗를 크기 𝛼의 최강력(MP)
검정이라 한다.

정리 1.2 (Neyman–Pearson 보조정리 (1933)) 𝑓0 = 𝑓(⋅; 𝜃0), 𝑓1 = 𝑓(⋅; 𝜃1)라 하자.

(a) (존재) 모든 𝛼 ∈ (0, 1)에 대해 상수 𝑘 ≥ 0과 𝛾 ∈ [0, 1]이 있어

𝜑∗(𝐱) =

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

1, 𝑓1(𝐱) > 𝑘𝑓0(𝐱),

𝛾, 𝑓1(𝐱) = 𝑘𝑓0(𝐱),

0, 𝑓1(𝐱) < 𝑘𝑓0(𝐱)

의 크기가 정확히 𝛼이다.

(b) (충분) 이 꼴의 검정은 크기 𝐸𝜃0𝜑∗의 최강력 검정이다.

(c) (필요) 크기 𝛼의 최강력 검정은 {𝑓1 ≠ 𝑘𝑓0} 위에서 (거의 어디서나) 𝜑∗와 같다.

증명. 전략 (a)는 가능도비의 생존함수에서 임계값을 고르고 경계에서 확률화한다. (b)는 모든

점에서 성립하는 한 줄의 부등식 (𝜑∗−𝜑)(𝑓1−𝑘𝑓0) ≥ 0을 적분한다. (c)는 (b)의 부등식이 등호가

되는 조건을 읽는다.
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(a)

1 𝐹(𝑘) = 𝑃𝜃0(𝑓1(𝐗) > 𝑘𝑓0(𝐗)) (𝑘 ≥ 0)는 감소하고 오른쪽 연속이며, 𝑘 → ∞에서 0으로

간다. 가능도비의생존함수, 1회 정리 4.7

2 𝑘 = inf{𝑡 ≥ 0 ∶ 𝐹(𝑡) ≤ 𝛼}로 두면 𝐹(𝑘) ≤ 𝛼 ≤ 𝐹(𝑘−)이다. 여기서 𝐹(𝑘−) = 𝑃𝜃0(𝑓1 ≥ 𝑘𝑓0)
이고, 𝑘 = 0이면 𝐹(0−) = 1로 둔다. 1 , 1회 정리 6.3

3 경계의 확률은 𝑃𝜃0(𝑓1 = 𝑘𝑓0) = 𝐹(𝑘−) − 𝐹(𝑘)이므로, 𝛾 = 𝛼−𝐹(𝑘)
𝐹(𝑘−)−𝐹(𝑘)

로 두면(분모가 0이면

𝛾 = 0) 𝐸𝜃0𝜑∗ = 𝐹(𝑘) + 𝛾(𝐹(𝑘−) − 𝐹(𝑘)) = 𝛼이다. 2

(b)

1 𝜑를 크기가 𝐸𝜃0𝜑∗ 이하인 아무 검정이라 하자. 모든 𝐱에서 (𝜑∗(𝐱)−𝜑(𝐱))(𝑓1(𝐱)−𝑘𝑓0(𝐱)) ≥ 0
이다. 𝑓1 > 𝑘𝑓0이면 𝜑∗ = 1 ≥ 𝜑, 𝑓1 < 𝑘𝑓0이면 𝜑∗ = 0 ≤ 𝜑, 같으면 둘째 인수가 0이다.

0 ≤ 𝜑 ≤ 1

2 4 를 적분한다.

0 ≤ ∫(𝜑∗ − 𝜑)(𝑓1 − 𝑘𝑓0) 𝑑𝐱 4 , 적분의 단조성

= (𝐸𝜃1𝜑∗ − 𝐸𝜃1𝜑) − 𝑘(𝐸𝜃0𝜑∗ − 𝐸𝜃0𝜑). 적분의선형성

3 따라서 𝐸𝜃1𝜑∗ − 𝐸𝜃1𝜑 ≥ 𝑘(𝐸𝜃0𝜑∗ − 𝐸𝜃0𝜑) ≥ 0이다. 𝑘 ≥ 0, 크기의 가정

(c)

1 𝜑도 크기 𝛼의 최강력 검정이면 𝐸𝜃1𝜑 = 𝐸𝜃1𝜑∗이고 𝐸𝜃0𝜑 ≤ 𝛼 = 𝐸𝜃0𝜑∗이다. 5 의 오른쪽은

0 − 𝑘(𝛼 − 𝐸𝜃0𝜑) ≤ 0이므로 적분은 정확히 0이다. 최강력의정의, 5

2 음이 아닌 피적분함수의 적분이 0이므로 (𝜑∗ − 𝜑)(𝑓1 − 𝑘𝑓0) = 0이 거의 어디서나 성립한다.

𝑓1 ≠ 𝑘𝑓0인 곳에서는 𝜑 = 𝜑∗이다. 4

조건확인 |(𝜑∗−𝜑)(𝑓1−𝑘𝑓0)| ≤ 𝑓1+𝑘𝑓0이고 오른쪽의 적분은 1+𝑘로 유한하다. 그래서 5 에서

적분을 두 기댓값의 차로 나눌 수 있다. 이산분포이면 적분은 합이다.

증명의 핵심은 한 줄의 부등식 (𝜑∗ − 𝜑)(𝑓1 − 𝑘𝑓0) ≥ 0이다(단계 4 ). 직관은 “배낭 채우기”다.

크기 𝛼만큼의 𝐻0 확률을 예산으로 쓸 때, 각 점 𝐱를 기각역에 넣는 “값”은 𝑓1(𝐱), “비용”은 𝑓0(𝐱)
이다. 값 대비 비용이 큰 점, 곧 가능도비 𝑓1/𝑓0가 큰 점부터 넣는 것이 최선이다. 기각역의 모양은

가능도비의 모양을 따른다(그림 1.1).
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그림 1.1 최강력 기각역은 가능도비가 큰 곳이다. 왼쪽: 정규 𝒩(0, 1) 대 𝒩(1, 1). 가능도비(보라 점선,

오른쪽 축)가 𝑥의 증가함수이므로 기각역은 오른쪽 반직선이다. 기각역에서 𝑓0 아래 넓이(파랑)가 크기,

𝑓1 아래 넓이(분홍)가 검정력이다. 오른쪽: Cauchy(0)대 Cauchy(1).가능도비가 𝑥 ≈ 1.6에서 최대이고

양 끝에서 1로 돌아오므로 크기 0.05의 기각역은 유계인 구간 [1.37, 1.94]다(연습 1.3).

예제 1.3 (정규 평균) 𝑋𝑖
iid∼ 𝒩(𝜇, 1), 𝐻0 ∶ 𝜇 = 0 대 𝐻1 ∶ 𝜇 = 𝜇1 (𝜇1 > 0). 가능도비

𝑓1
𝑓0

= exp(𝑛𝜇1 ̄𝑥 − 𝑛
2
𝜇21)는 ̄𝑥의 증가함수이므로, “가능도비 > 𝑘”는 “ ̄𝑥 > 𝑐”와 같다. 크기

0.05이면 𝑐 = 1.645/√𝑛이다. 𝑛 = 10이면 ̄𝑥 > 0.520일 때 기각하고, 𝜇1 = 1에서의 검정력은

0.935다. 기각역이 𝜇1의 값에 의존하지 않는다는 것이 2절의 열쇠다.

예제 1.4 (확률화가 필요한 경우) 𝑋1,… , 𝑋5
iid∼ Poi(𝜆), 𝐻0 ∶ 𝜆 = 1 대 𝐻1 ∶ 𝜆 = 2. 가능도비는

𝑇 = ∑𝑋𝑖의증가함수이고𝐻0 아래 𝑇 ∼ Poi(5)이다. 𝑃(𝑇 ≥ 10) = 0.0318, 𝑃(𝑇 ≥ 9) = 0.0681
이어서 크기가 정확히 0.05인 비확률화 검정은 없다. 𝑇 ≥ 10이면 기각하고 𝑇 = 9이면 확률

𝛾 = 0.05−0.0318
0.0363

= 0.501로 기각하면 크기가 0.05가 된다. 𝜆 = 2에서의 검정력은 확률화

검정이 0.605, 𝑇 ≥ 10만 쓴 검정(크기 0.032)이 0.542다(연습 1.2).

확률화는 이론을 깨끗하게 만드는 장치다. 실제로 동전을 던져 결론을 정하는 사람은 없다. 실무

에서는 𝑝-값(8회 정리 4.2의 이산판)이나 mid-𝑝를 보고한다. 이산분포의 검정은 명목 크기보다

보수적이라는 것만 기억하면 된다.
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따름정리 1.5 (최강력 검정의 두 성질) (a) 𝑇가 충분통계량이면 최강력 검정은 𝑇의 함수로 쓸

수 있다. (b) 크기 𝛼의 최강력 검정의 검정력은 𝛼 이상이다(𝐸𝜃1𝜑∗ ≥ 𝛼). 등호는 𝑓0 = 𝑓1일
때뿐이다.

증명. 전략 (a)는 인수분해 정리로 가능도비를 𝑇만의 함수로 쓴다. (b)는 상수 검정 𝜑 ≡ 𝛼와

비교하고, 등호의 경우는 정리 1.2(c)로 읽는다. 단계별 증명은 연습 1.5(유도형)에서 직접 쓴다.

완성된 증명은 부록 A의 풀이 33쪽에 있다.

연습문제

연습 1.1 (지수분포★) 𝑋𝑖
iid∼ Exp (평균 𝜃)에서 𝐻0 ∶ 𝜃 = 1 대 𝐻1 ∶ 𝜃 = 2의 크기 𝛼의 최강력

검정이 “∑𝑋𝑖 > 𝑐이면 기각”임을 보이고, 𝑐를 𝜒2 분포의 분위수로 쓰라. (∑𝑋𝑖 ∼ 감마(𝑛, 𝜃)
이고, 4회 정의 3.8로 𝜒2(2𝑛)은 감마(𝑛, 2)다.) 풀이 32쪽

연습 1.2 (확률화의 검정력 ★) 예제 1.4의 수치를 확인하라. 확률화 검정의 검정력은 𝑃2(𝑇 ≥
10) + 𝛾𝑃2(𝑇 = 9)이다. 풀이 32쪽

연습 1.3 (Cauchy의 최강력 검정 ★★) 𝑋 ∼ Cauchy(𝜃) 하나로 𝐻0 ∶ 𝜃 = 0 대 𝐻1 ∶ 𝜃 = 1을
검정한다. 가능도비

1+𝑥2

1+(𝑥−1)2
를 그려 보고, 최강력 검정의 기각역이 𝑥가 큰 쪽의 반직선이

아니라 유계인 구간임을 보여라. 왜 “𝑥가 크면 기각”이 최선이 아닌가? 풀이 32쪽

연습 1.4 (균등분포 ★★) 𝑋𝑖
iid∼ U(0, 𝜃)에서 𝐻0 ∶ 𝜃 = 1 대 𝐻1 ∶ 𝜃 = 2. 가능도비가 𝑋(𝑛) ≤ 1

이면 2−𝑛, 𝑋(𝑛) > 1이면 ∞임을 보이고, 크기 𝛼의 최강력 검정이 여럿 있음을 보여라(정

리 1.2(c)의 “𝑓1 ≠ 𝑘𝑓0 위에서”의 뜻). 풀이 32쪽

연습 1.5 (최강력 검정의두성질: 증명★★ 유도형) 따름정리 1.5를 다음 순서로 증명하라.

(a) 인수분해 정리(11회 정리 1.3)로 𝑓(𝐱; 𝜃) = 𝑔(𝑇(𝐱); 𝜃) ℎ(𝐱)이다. ℎ(𝐱) > 0인 곳에서 𝑓1/𝑓0
이 𝑇만의 함수임을 보이고, 정리 1.2(a)의 𝜑∗를 𝑇의 함수로 쓸 수 있음을 결론지어라.

ℎ(𝐱) = 0인 점은 왜 문제가 되지 않는가?

(b) 상수 검정 𝜑 ≡ 𝛼의 크기와 검정력을 구하고, 정리 1.2(b)로 𝐸𝜃1𝜑∗ ≥ 𝛼를 얻어라.

(c) 등호이면 𝜑 ≡ 𝛼도 크기 𝛼의 최강력 검정이다. 정리 1.2(c)로 {𝑓1 ≠ 𝑘𝑓0} 위에서 𝜑∗ = 𝛼
이어야 함을 보이고, 그 위에서 𝜑∗는 0또는 1이므로 이 집합이 확률 0임을 얻어라.

(d) 𝑓1 = 𝑘𝑓0이 거의 어디서나 성립하면 양변을 적분해 𝑘 = 1, 곧 𝑓0 = 𝑓1임을 보여라.

풀이 33쪽
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2
균일최강력검정과단조가능도비

예제 1.3의 기각역 ̄𝑥 > 1.645/√𝑛은 𝜇1의 값에 의존하지 않았다. 그러면 이 검정은 𝜇1 = 0.1에
대해서도, 𝜇1 = 10에 대해서도 동시에 최강력이다. 이렇게 대립가설 전체에서 한꺼번에 최선인

검정이 언제 있는가?

2.1 정의

정의 2.1 (균일최강력 검정) 𝐻0 ∶ 𝜃 ∈ Ω0 대 𝐻1 ∶ 𝜃 ∈ Ω1에서, 크기가 𝛼 이하이고 모든

𝜃 ∈ Ω1에서 크기 𝛼 이하인 다른 어떤 검정보다 검정력이 작지 않은 검정을 균일최강력

(UMP) 검정이라 한다.

정의 2.2 (단조가능도비) 실수 모수 𝜃의 분포족이 통계량 𝑇(𝐱)에 대해 단조가능도비(MLR)를

갖는다는 것은, 𝜃1 < 𝜃2이면 가능도비 𝑓(𝐱; 𝜃2)/𝑓(𝐱; 𝜃1)이 𝑇(𝐱)의 감소하지 않는 함수라는

것이다.

예제 2.3 (지수족은단조가능도비를갖는다) 1-모수 지수족 𝑓(𝐱; 𝜃) = ℎ(𝐱) exp(𝑐(𝜃)𝑇(𝐱)−𝑑(𝜃))
에서 𝑐가 증가함수이면

𝑓(𝐱;𝜃2)
𝑓(𝐱;𝜃1)

= exp((𝑐(𝜃2) − 𝑐(𝜃1))𝑇(𝐱) − ⋯)이 𝑇의 증가함수다. 정규

평균(𝑇 = ∑𝑥𝑖), 정규 분산(평균을 알 때, 𝑇 = ∑(𝑥𝑖−𝜇)2), Poisson과 Bernoulli(𝑇 = ∑𝑥𝑖),
지수분포의 평균(𝑇 = ∑𝑥𝑖)이 모두 그렇다. 지수족이 아닌 U(0, 𝜃)도 𝑇 = 𝑋(𝑛)에 대해

단조가능도비를 갖는다(연습 2.2). Cauchy위치모형은 갖지 않는다(연습 1.3).
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2.2 Karlin–Rubin 정리

정리 2.4 (Karlin–Rubin (1956)) 분포족이 𝑇에 대해 단조가능도비를 가지면, 𝐻0 ∶ 𝜃 ≤ 𝜃0
대 𝐻1 ∶ 𝜃 > 𝜃0에서

𝜑∗(𝐱) =

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

1, 𝑇(𝐱) > 𝑐,

𝛾, 𝑇(𝐱) = 𝑐,

0, 𝑇(𝐱) < 𝑐

(𝐸𝜃0𝜑∗ = 𝛼)

는 크기 𝛼의 UMP검정이다. 그 검정력 함수 𝛾(𝜃) = 𝐸𝜃𝜑∗는 감소하지 않는다.

증명. 전략 단조가능도비 덕분에 “𝑇 > 𝑐”는 어느 두 모수값 사이에서도 가능도비의 위쪽 집합이다.

그래서 𝜑∗는 모든 단순 대 단순 문제의 Neyman–Pearson검정이 되고, 정리 1.2와 따름정리 1.5를
차례로 쓴다.

1 𝜃′ < 𝜃″를 고정한다. 단조가능도비로 𝑓(𝐱; 𝜃″)/𝑓(𝐱; 𝜃′) = 𝑔(𝑇(𝐱))이고 𝑔는 감소하지 않는다.

𝑘 = 𝑔(𝑐)로 둔다. 정의 2.2

2 𝑓(𝐱; 𝜃″) > 𝑘𝑓(𝐱; 𝜃′)이면 𝑔(𝑇) > 𝑔(𝑐)이므로 𝑇 > 𝑐, 곧 𝜑∗ = 1이다. 𝑓(𝐱; 𝜃″) < 𝑘𝑓(𝐱; 𝜃′)
이면 𝑇 < 𝑐, 곧 𝜑∗ = 0이다. 𝑔의단조성 [T2]대우

3 따라서 𝜑∗는 𝜃′ 대 𝜃″의 Neyman–Pearson꼴이고, 자기 크기 𝐸𝜃′𝜑∗의 최강력 검정이다.

2 , 정리 1.2(b)

4 𝐸𝜃″𝜑∗ ≥ 𝐸𝜃′𝜑∗이다. 검정력 함수는 감소하지 않는다. 3 , 따름정리 1.5(b)

5 크기는 sup𝜃≤𝜃0 𝐸𝜃𝜑
∗ = 𝐸𝜃0𝜑∗ = 𝛼이다. 4

6 𝜃1 > 𝜃0과, 𝐻0 전체에서 크기가 𝛼 이하인 검정 𝜑를 아무거나 고른다. 특히 𝐸𝜃0𝜑 ≤ 𝛼이다.

크기의정의

7 3 을 𝜃′ = 𝜃0, 𝜃″ = 𝜃1에 쓰면 𝜑∗는 크기 𝛼의 최강력 검정이므로 𝐸𝜃1𝜑∗ ≥ 𝐸𝜃1𝜑이다. 𝜃1이
아무것이었으므로 UMP다. 6 , 정의 2.1

조건 확인 가능도비는 ∞를 값으로 가질 수 있다(연습 2.2). 𝑓(𝐱; 𝜃′) = 0 < 𝑓(𝐱; 𝜃″)인 점에서는

𝑓″ − 𝑘𝑓′ > 0이므로 2 의 분류가 그대로 맞는다. 또 3 에서 쓰는 정리 1.2(b)의 증명은 경계

{𝑓″ = 𝑘𝑓′} 위의 검정의 값을 쓰지 않으므로, 경계에서 𝜑∗가 𝛾와 다른 값을 가져도 된다.

11회 4절의 지수족은 UMP 검정의 무대이기도 하다. 충분통계량 하나(𝑇)가 추정에서도 검정에

서도 모든 정보를 담는다.
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2.3 양쪽가설에는 UMP가없다

예제 2.5 (정규 평균의 양쪽 검정) 𝑋𝑖
iid∼ 𝒩(𝜇, 1), 𝑛 = 25, 𝐻0 ∶ 𝜇 = 0 대 𝐻1 ∶ 𝜇 ≠ 0. UMP

검정이 있다면 𝜇1 > 0에서는 한쪽 검정 ̄𝑥 > 1.645/5와 같은 검정력을, 𝜇1 < 0에서는

̄𝑥 < −1.645/5와 같은 검정력을 가져야 한다(정리 1.2(c)의 유일성). 두 기각역은 다르므로

하나의 검정이 둘 다일 수 없다. 흔히 쓰는 양쪽 검정 | ̄𝑥| > 1.96/5는 𝜇 = 0.4에서 검정력

0.516으로 한쪽 검정의 0.639보다 낮다. 대신 𝜇 = −0.3에서 0.323을 갖는다. 한쪽 검정은 이

쪽에서 0.0008이다(그림 2.1).

증명 없이 쓰는 사실 (균일최강력 불편 검정) 양쪽 가설에서는 기준을 낮춘다. 모든 𝜃 ∈ Ω1

에서 검정력이 크기 이상인 검정을 불편이라 한다. 불편 검정 가운데서는 UMP가 있을 수

있다. 지수족의 양쪽 검정에서 “𝑇 < 𝑐1 또는 𝑇 > 𝑐2” 꼴의 검정(정규 평균이면 |𝑧| > 1.96)이
그것이다(Lehmann–Romano, Testing Statistical Hypotheses, 4장). 이 과정에서는 증명하지

않는다.

−0.5 0.0 0.5

μ

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

normal mean, n = 25, α = 0.05

one-sided
two-sided

0.2 0.4 0.6 0.8

p

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

binomial, n = 20, H0 : p ≤ 0.3

randomized at K = 9
reject K ≥ 10 (size 0.048)

그림 2.1 왼쪽: 정규 평균(𝑛 = 25)에서 한쪽 검정(파랑)과 양쪽 검정(빨강)의 검정력 함수. 오른쪽(𝜇 > 0)
에서는 한쪽 검정이 낫고, 왼쪽에서는 한쪽 검정의 검정력이 0으로 간다. 오른쪽: 이항 검정(𝑛 = 20,
𝐻0 ∶ 𝑝 ≤ 0.3)의 검정력 함수는 단조증가한다(정리 2.4). 확률화하지 않은 검정(점선)은 크기가 0.05에 못

미친다.
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연습문제

연습 2.1 (지수족의 단조가능도비 ★) 정규 분산(𝜇를 앎)에서 𝐻0 ∶ 𝜎2 ≤ 1 대 𝐻1 ∶ 𝜎2 > 1의
UMP검정을 구하라. 𝑐(𝜎2) = − 1

2𝜎2
은 증가함수다. 풀이 33쪽

연습 2.2 (균등분포의단조가능도비★★) U(0, 𝜃)가 𝑋(𝑛)에 대해 단조가능도비를 가짐을 보이

고(가능도비는 ∞를 허용한다), 𝐻0 ∶ 𝜃 ≤ 1 대 𝐻1 ∶ 𝜃 > 1의 UMP 검정 “𝑋(𝑛) > (1 − 𝛼)1/𝑛

이면 기각”을 얻어라. 풀이 33쪽

연습 2.3 (Poisson의 UMP ★) 기병대 자료(𝑛 = 280)에서 𝐻0 ∶ 𝜆 ≤ 0.61 대 𝐻1 ∶ 𝜆 > 0.61
의 크기 0.05 UMP 검정(비확률화, 정규근사 없이)의 기각역 𝑇 ≥ 𝑐를 구하고, 관측 𝑇 = 196
으로 결론을 내려라(9회 예제 5.3과 비교). 풀이 33쪽

연습 2.4 (불편성★★) 예제 2.5의 양쪽 검정 | ̄𝑥| > 1.96/√𝑛은 불편임을 보여라. 한쪽 검정은

왜 양쪽 가설에 대해 불편이 아닌가? 풀이 33쪽
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3
가능도비검정

UMP 검정은 한쪽 가설과 단조가능도비라는 좁은 조건에서만 있다. 그 밖에서는 Neyman과

Pearson(1928)의 처음 제안으로 돌아간다. 각 가설 아래에서 가장 그럴듯한 값끼리 비교하는

것이다.

정의 3.1 (일반화 가능도비검정) 𝐻0 ∶ 𝜽 ∈ Ω0 대 𝐻1 ∶ 𝜽 ∈ Ω ∖ Ω0에서

𝜆(𝐱) =
sup𝜽∈Ω0

𝐿(𝜽; 𝐱)
sup𝜽∈Ω 𝐿(𝜽; 𝐱)

∈ [0, 1]

가 작으면(𝜆(𝐱) ≤ 𝑐) 기각하는 검정을 가능도비 검정(LRT)이라 한다. −2 log 𝜆는 9회 정리

5.2와 10회 정리 1.8의 통계량 Λ이다.

두 가설이 모두 단순이면 𝜆 = 𝑓0/max(𝑓0, 𝑓1)이 𝑓1/𝑓0의 감소함수이므로 LRT는Neyman–Pearson
검정이다. 복합가설에서는 최적성의 보장이 없지만, 대부분의 익숙한 검정이 LRT다.

예제 3.2 (익숙한 검정들은가능도비검정이다)

(a) 𝑡 검정. 정규 표본에서 𝐻0 ∶ 𝜇 = 𝜇0 (𝜎2 미지)의 LRT는 −2 log 𝜆 = 𝑛 log(1 + 𝑡2

𝑛−1
)로 |𝑡|

의 증가함수다(10회 예제 1.9). 임계값을 𝑡(𝑛 − 1)에서 가져오면 크기가 정확히 𝛼이다.

(b) 두 표본 𝑡. 같은 분산의 두 정규 표본의 평균 비교도 같은 꼴이다(10회 연습 1.5).

(c) 분산의 비. 𝐻0 ∶ 𝜎21 = 𝜎22 의 LRT는 𝐹 = 𝑆21/𝑆22가 1에서 먼지로 정해진다(연습 3.2). 6회
정리 4.3의 𝐹 분포가 정확한 임계값을 준다.

(d) 분할표. 독립성의 LRT 통계량은 𝐺 = 2∑𝑂 log 𝑂
𝐸

이고 Pearson의 𝑋2와 점근적으로

같다(9회 연습 5.2).

Fisher 대 Neyman Fisher에게 유의성 검정은 한 번의 실험에서 귀무가설에 반하는 증거를 재는

도구였다. 𝑝-값은 그 증거의 크기이고, 대립가설을 미리 정할 필요도, 5%를 기계적으로 지킬 이유도

없었다(귀납추론). Neyman에게 검정은 같은 절차를 되풀이할 때 오류율을 관리하는 규칙이었다. 한

번의 결과가 얼마나 “증거”가 되는지는 묻지 않았다(귀납행동). 두 사람은 1935년 왕립통계학회에서

공개적으로 충돌한 뒤 평생 화해하지 않았다. 오늘의 교과서는 두 관점을 섞어, Neyman의 𝛼와 Fisher
의 𝑝-값을 함께 쓴다. 7절에서 이 혼합이 낳는 오해를 본다.
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연습문제

연습 3.1 (두 지수분포 ★★) 𝑋𝑖
iid∼ Exp (평균 𝜃1, 𝑖 ≤ 𝑚), 𝑌 𝑗

iid∼ Exp (평균 𝜃2, 𝑗 ≤ 𝑛)에서

𝐻0 ∶ 𝜃1 = 𝜃2의 가능도비가 ̄𝑋/( ̄𝑋 + 𝑛
𝑚

̄𝑌 ) 같은 비의 함수임을 보여라. 풀이 34쪽

연습 3.2 (분산의 비 ★★) 두 정규 표본(평균 미지)에서 𝐻0 ∶ 𝜎21 = 𝜎22 의 LRT 통계량이

𝐹 = 𝜎̂21 /𝜎̂22 의 함수이고, 𝐹가 1에서 멀수록 작아짐을 보여라. 풀이 34쪽

연습 3.3 (단순가설의 LRT ★) 두 가설이 모두 단순일 때 LRT가 Neyman–Pearson검정과 같

음을 보여라. 풀이 34쪽
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4
축차확률비검정—Wald (1945)

역사 1943년 컬럼비아 대학의 통계연구단(SRG)에서 해군 대령 Garret L. Schuyler가 W. AllenWallis
에게 물었다. 포탄의 품질 검사에서 표본을 미리 정한 수만큼 다 쏘지 않아도, 처음 몇 발로 결론이

뻔히 보일 때가 많은데 그때 멈추면 안 되는가? Wallis와 Milton Friedman은 이 질문을 Abraham
Wald에게 가져갔다. Wald는 몇 달 만에 축차확률비 검정(SPRT)을 만들었다. 같은 오류율을 고정

표본 검정의 절반 정도 관측으로 얻었고, 전쟁이 끝날 때까지 군사 기밀이었다(Wald 1945). 영국의

George Barnard도 같은 시기에 같은 생각에 이르렀다.

4.1 정의와Wald의 경계

정의 4.1 (축차확률비 검정) 𝑋1, 𝑋2,… 를 하나씩 관측하며 𝐻0 ∶ 𝑓 = 𝑓0 대 𝐻1 ∶ 𝑓 = 𝑓1을
검정한다. 로그 가능도비의 누적합

Λ𝑛 =
𝑛
∑
𝑖=1

log 𝑓1(𝑋𝑖)𝑓0(𝑋𝑖)

에 대해 상수 𝐵 < 0 < 𝐴를 정하고, 𝐵 < Λ𝑛 < 𝐴이면 관측을 계속한다. 처음으로 Λ𝑁 ≥ 𝐴가

되면 𝐻1을, Λ𝑁 ≤ 𝐵가 되면 𝐻0를 택한다. 𝑁은 멈춘 시각이다.
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정리 4.2 (Wald의경계) SPRT가확률 1로멈추면,실제오류율 𝛼′ = 𝑃0(𝐻1 택), 𝛽′ = 𝑃1(𝐻0 택)
은

𝛼′ ≤ 𝑒−𝐴(1 − 𝛽′), 𝛽′ ≤ 𝑒𝐵(1 − 𝛼′)

를 만족한다. 따라서 목표 𝛼, 𝛽에 대해 𝐴 = log 1−𝛽
𝛼

, 𝐵 = log 𝛽
1−𝛼

로 두면 𝛼′ ≤ 𝛼
1−𝛽

, 𝛽′ ≤ 𝛽
1−𝛼

,

그리고 𝛼′ + 𝛽′ ≤ 𝛼 + 𝛽이다.

증명. 전략 멈춘 경로마다 두 가능도의 비가 𝑒𝐴 이상(또는 𝑒𝐵 이하)이다. 이 부등식을𝐻1을 택하는

경로 전체에 걸쳐 더하면 두 가설 아래의 확률이 비교된다.

1 𝑅1을 𝐻1을 택하는 경로들의 집합이라 하자. 각 경로는 어떤 𝑛에서 멈춘 (𝑥1,… , 𝑥𝑛)이고, 그

위에서 ∏𝑖≤𝑛 𝑓1(𝑥𝑖) ≥ 𝑒𝐴∏𝑖≤𝑛 𝑓0(𝑥𝑖)이다. 정의 4.1, Λ𝑛 ≥ 𝐴

2 𝑅1을 멈춘 시각 𝑛으로 나눠 1 을 적분하고 𝑛에 대해 더한다.

1 − 𝛽′ = 𝑃1(𝑅1) = ∑
𝑛
∫
𝑅1∩{𝑁=𝑛}

∏
𝑖≤𝑛

𝑓1 ≥ 𝑒𝐴∑
𝑛
∫
𝑅1∩{𝑁=𝑛}

∏
𝑖≤𝑛

𝑓0 = 𝑒𝐴𝛼′. 가산가법성, 1

3 𝐻0을 택하는 경로들의 집합 𝑅0 위에서는 ∏𝑓1 ≤ 𝑒𝐵∏𝑓0이므로 같은 방법으로 𝛽′ =
𝑃1(𝑅0) ≤ 𝑒𝐵𝑃0(𝑅0) = 𝑒𝐵(1 − 𝛼′)이다. 2 와같다, 확률 1로 멈춤

4 𝐴 = log 1−𝛽
𝛼

이면 2 는 𝛼′ ≤ 𝛼
1−𝛽

(1 − 𝛽′) ≤ 𝛼
1−𝛽

이다. 𝛽′도 같다. 2 3

5 두 부등식을 𝛼′(1 − 𝛽) ≤ 𝛼(1 − 𝛽′), 𝛽′(1 − 𝛼) ≤ 𝛽(1 − 𝛼′)로 쓰고 더하면 𝛼′𝛽와 𝛼𝛽′ 항이

양쪽에서 지워져 𝛼′ + 𝛽′ ≤ 𝛼 + 𝛽이다. 4

조건 확인 사건 {𝑁 = 𝑛}은 (𝑥1,… , 𝑥𝑛)만으로 정해지므로(멈춘 시각의 정의) 그 위의 확률이

∏𝑖≤𝑛 𝑓(𝑥𝑖)의 𝑛차원 적분이다. 사건 𝑅1 ∩ {𝑁 = 𝑛} (𝑛 = 1, 2,… )은 서로소이다. 확률 1로 멈춘다

는 가정은 3 에서 𝑃0(𝑅0) = 1 − 𝛼′, 𝑃1(𝑅1) = 1 − 𝛽′에 쓰인다.

경계는 “넘침” (멈출 때 Λ𝑁 이 𝐴나 𝐵를 조금 넘어선 양)을 무시한 것이어서 보수적이다. 실제

오류율은 목표보다 조금 작다. 경계는 𝑓0과 𝑓1의 모양에 의존하지 않는다. 증명의 1 – 3 이 두

밀도의 비만 썼기 때문이다.
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증명없이쓰는사실 (SPRT는 확률 1로 멈추고, 최적이다) 𝑓0 ≠ 𝑓1이면 Λ𝑛은 0이 아닌 분산을

갖는 확률보행이므로 띠 (𝐵, 𝐴)를 벗어나지 못할 확률이 기하급수적으로 줄어든다(연습 4.3).
나아가 Wald와 Wolfowitz(1948)는 오류율이 (𝛼′, 𝛽′) 이하인 모든 축차검정 가운데 SPRT가

𝐸0𝑁과 𝐸1𝑁을 동시에최소화함을 증명했다. 이 과정에서는 증명하지 않는다.

4.2 평균표본수

보조정리 4.3 (Wald의등식) 𝑍1, 𝑍2,… 가 iid이고 𝐸|𝑍1| < ∞이며,𝑁이멈춤시각(사건 {𝑁 ≥ 𝑖}
가 𝑍1,… , 𝑍𝑖−1로 정해진다)이고 𝐸𝑁 < ∞이면 𝐸∑𝑁

𝑖=1 𝑍𝑖 = 𝐸𝑁 ⋅ 𝐸𝑍1이다.

증명. 전략 무작위 개수의 합을 지시함수로 고정된 무한합으로 바꾼다. 멈춤시각이라는 조건이

각 항의 두 인수를 독립으로 만든다.

1 ∑𝑁
𝑖=1 𝑍𝑖 = ∑∞

𝑖=1 𝑍𝑖 1{𝑁 ≥ 𝑖}이다. 지시함수 [T1]

2 {𝑁 ≥ 𝑖} = {𝑁 ≤ 𝑖 − 1}𝑐은 𝑍1,… , 𝑍𝑖−1로 정해지므로 𝑍𝑖와 독립이다. 멈춤시각의정의, iid

3 𝐸[𝑍𝑖1{𝑁 ≥ 𝑖}] = 𝐸𝑍𝑖 𝑃(𝑁 ≥ 𝑖) = 𝐸𝑍1 𝑃(𝑁 ≥ 𝑖)이다. 2 , 2회 정리 2.7

4 1 의 기댓값을 항별로 취하고 3 을 넣는다.

𝐸
𝑁
∑
𝑖=1

𝑍𝑖 =
∞
∑
𝑖=1

𝐸𝑍1 𝑃(𝑁 ≥ 𝑖) = 𝐸𝑍1 ⋅ 𝐸𝑁. 조건확인, 2회 정리 1.13

조건 확인 4 의 첫 등호는 합과 기댓값의 순서를 바꾼다. |𝑍𝑖|에 1 – 3 을 그대로 쓰면

∑𝑖 𝐸[|𝑍𝑖|1{𝑁 ≥ 𝑖}] = 𝐸|𝑍1| 𝐸𝑁 < ∞이므로 Fubini–Tonelli로 바꿀 수 있다 [T6]. 𝐸|𝑍1| < ∞와

𝐸𝑁 < ∞ 가운데 하나라도 없으면 이 단계가 무너진다.

𝑍𝑖 = log 𝑓1(𝑋𝑖)
𝑓0(𝑋𝑖)

에 쓰면 𝐸Λ𝑁 = 𝐸𝑁 ⋅ 𝐸𝑍이다. 넘침을 무시하고 Λ𝑁이 𝐴 또는 𝐵와 같다고 보면

𝐸0𝑁 ≈ (1 − 𝛼)𝐵 + 𝛼𝐴
𝐸0𝑍

, 𝐸1𝑁 ≈ 𝛽𝐵 + (1 − 𝛽)𝐴
𝐸1𝑍

이다. 𝐸0𝑍 = −𝐷(𝑓0‖𝑓1) < 0이고 𝐸1𝑍 = 𝐷(𝑓1‖𝑓0) > 0이다(9회 보조정리 1.4). 두 분포가 KL
발산으로 멀수록 빨리 끝난다.

예제 4.4 (불량률 검사) 불량률이 𝑝0 = 0.05이면 받아들이고 𝑝1 = 0.15이면 돌려보내는 검

사를 𝛼 = 0.05, 𝛽 = 0.10으로 설계한다. 경계는 𝐴 = log 0.9
0.05

= 2.890, 𝐵 = log 0.1
0.95

= −2.251
이다. 불량품이면 Λ에 log 3 = 1.099를 더하고, 양품이면 log 0.85

0.95
= −0.111을 더한다. 4만

번의 시뮬레이션에서 평균 표본수는 𝑝 = 0.05이면 41.9개, 𝑝 = 0.15이면 39.1개다(Wald의
근사는 넘침을 무시해 39.3과 33.8). 실제 오류율은 0.035와 0.096이다. 같은 오류율을 고정
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표본의 이항 검정으로 얻으려면 77개가 필요하다(𝐾 ≥ 8이면 기각). SPRT는 절반 남짓으로

같은 일을 한다. 평균 표본수가 가장 큰 것은 두 가설의 중간인 𝑝 = 0.1 근처다(약 60개,

그림 4.1).

연습문제

연습 4.1 (Wald의 등식 ★★) 보조정리 4.3에서 𝑁이 멈춤시각이 아니면(다음 관측을 엿보고

멈추면) 결론이 틀릴 수 있음을 𝑍𝑖 = ±1의 예로 보여라. 풀이 34쪽

연습 4.2 (정규 평균의 SPRT ★★) 𝑋𝑖
iid∼ 𝒩(𝜇, 1), 𝐻0 ∶ 𝜇 = 0 대 𝐻1 ∶ 𝜇 = 𝛿의 SPRT가

“∑𝑖≤𝑛 𝑋𝑖가 두 직선
𝐵
𝛿
+ 𝑛𝛿

2
와

𝐴
𝛿
+ 𝑛𝛿

2
사이에 있으면 계속”임을 보여라. 풀이 34쪽

연습 4.3 (멈출 확률 ★★★) 𝑃(𝑍1 > 0) > 0이면 어떤 𝑚과 𝑞 > 0이 있어 연속된 𝑚개의 𝑍
의 합이 𝐴 − 𝐵를 넘을 확률이 𝑞 이상임을 보이고, 이것으로 𝑃(𝑁 > 𝑘𝑚) ≤ (1 − 𝑞)𝑘, 따라서

𝐸𝑁 < ∞임을 보여라. 풀이 34쪽

연습 4.4 (고정 표본의 크기 ★) 예제 4.4의 고정 표본 검정을 정규근사로 설계하면 𝑛 ≈
(𝑧𝛼√𝑝0𝑞0+𝑧𝛽√𝑝1𝑞1

𝑝1−𝑝0
)2임을 보이고 계산하라(8회 연습 3.3). 풀이 35쪽

0 10 20 30

items inspected n

−2

−1

0

1

2

3

Λ n

accept H1: A = 2.89

accept H0: B = −2.25

SPRT paths (p = 0.05 blue, 0.15 red, 0.10 purple)

0.05 0.10 0.15 0.20

true defect rate p

0

20

40

60

80

average sample number

SPRT mean sample size
fixed-sample test (77)

그림 4.1 왼쪽: 불량률 검사의 SPRT경로 몇 개. 불량품마다 위로 1.10,양품마다 아래로 0.11움직이다가

띠(점선)를 벗어나면 멈춘다. 오른쪽: 참 불량률에 따른 평균 표본수(시뮬레이션). 같은 오류율의 고정

표본 검정은 77개(점선)가 필요하다.
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5
결정이론—검정과분류를하나로

역사 Wald는 축차검정을 만든 뒤 한 걸음 더 나아갔다. 추정, 검정, 분류는 모두 “자료를 보고 행동을

고르는” 일이고, 행동의 대가를 손실함수로 쓰면 하나의 이론이 된다. 그의 통계적 결정함수(1950)는
게임이론(von Neumann–Morgenstern 1944)의 언어로 통계학을 다시 썼다. Bayes 규칙과 minimax
규칙이 그 이론의 두 기둥이다.

5.1 손실, 위험, Bayes 규칙

정의 5.1 (결정 문제) 행동의 집합 𝒜, 손실함수 𝐿(𝜃, 𝑎) ≥ 0, 결정규칙 𝛿 ∶ 𝐱 ↦ 𝑎가 주어

질 때 𝛿의 위험은 𝑅(𝜃, 𝛿) = 𝐸𝜃𝐿(𝜃, 𝛿(𝐗))이다. 사전분포 𝜋에 대한 Bayes 위험은 𝑟(𝜋, 𝛿) =
∫𝑅(𝜃, 𝛿) 𝜋(𝑑𝜃)이고, 이것을 최소화하는 규칙이 Bayes규칙이다. sup𝜃 𝑅(𝜃, 𝛿)를 최소화하는

규칙은 minimax 규칙이다.

추정에서는 𝒜 = Ω이고 𝐿(𝜃, 𝑎) = (𝜃 − 𝑎)2이면 위험이 평균제곱오차다(9회, 11회). 검정에서는

𝒜 = {0, 1}(받아들임, 기각)이고 𝐿은 두 오류의 비용이다.

정리 5.2 (Bayes 규칙은 사후기대손실을줄인다) 사후분포 𝜋(𝜃 ∣ 𝐱)가 있으면, 각 𝐱에서 사후

기대손실 ∫𝐿(𝜃, 𝑎)𝜋(𝑑𝜃 ∣ 𝐱)를 최소화하는 𝑎를 고르는 규칙은 Bayes규칙이다.

증명. 전략 Bayes 위험의 적분 순서를 바꿔 𝐱마다의 사후 기대손실을 주변밀도로 평균한 꼴로

쓴다. 그러면 적분을 최소화하는 일이 𝐱마다의 최소화로 나뉜다.

1 𝑟(𝜋, 𝛿) = ∫∫𝐿(𝜃, 𝛿(𝐱))𝑓(𝐱; 𝜃) 𝑑𝐱𝜋(𝑑𝜃)이다. 정의 5.1

2 𝑓(𝐱; 𝜃) 𝜋(𝑑𝜃) = 𝜋(𝑑𝜃 ∣ 𝐱)𝑚(𝐱) (𝑚은 𝐱의 주변밀도)이므로 적분 순서를 바꾸면

𝑟(𝜋, 𝛿) = ∫[∫𝐿(𝜃, 𝛿(𝐱)) 𝜋(𝑑𝜃 ∣ 𝐱)]𝑚(𝐱) 𝑑𝐱. 조건확인, 3회 정리 2.5

3 사후 기대손실을 최소화하는 규칙을 𝛿𝜋라 하면, 모든 𝐱에서 대괄호는 𝛿𝜋(𝐱)일 때 가장 작

다. 𝛿𝜋의정의

4 𝑚 ≥ 0으로 3 의 부등식을 적분하면 모든 𝛿에 대해 𝑟(𝜋, 𝛿) ≥ 𝑟(𝜋, 𝛿𝜋)이다. 적분의단조성

조건 확인 𝐿 ≥ 0이므로 2 의 순서 바꾸기는 적분가능성의 가정 없이 Tonelli로 정당하다 [T6].
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양쪽이 모두∞일 수도 있는데, 그때 4 는 뜻이 없다. 그래서 Bayes규칙을 말할 때는 𝑟(𝜋, 𝛿) < ∞
인 규칙이 하나는 있다고 가정한다.

따름정리 5.3 (Bayes 검정은 가능도비 검정이다) 𝐻0 ∶ 𝑓0 대 𝐻1 ∶ 𝑓1, 사전확률 𝜋0, 𝜋1, 1종
오류의 비용 𝑐I, 2종 오류의 비용 𝑐II(맞으면 비용 0)이면 Bayes규칙은

𝑓1(𝐱)
𝑓0(𝐱)

> 𝜋0𝑐I
𝜋1𝑐II

이면 기각

이다. 곧 Neyman–Pearson검정이다. 거꾸로 모든 Neyman–Pearson검정은 어떤 사전확률

과 비용에 대한 Bayes검정이다.

증명. 전략 두 행동(기각, 받아들임)의 사후 기대손실을 각각 쓰고 작은 쪽을 고른다(정리 5.2).
공통 인수 𝑚(𝐱)를 지우면 가능도비와 임계값의 비교가 남는다. 단계별 증명은 연습 5.5(유도형)

에서 직접 쓴다. 완성된 증명은 부록 A의 풀이 35쪽에 있다.

Neyman–Pearson의 𝛼는 사전확률과 비용을 말하지 않고 임계값 𝑘를 정하는 방법이었다. 결정이

론은 그 𝑘 뒤에 “두 가설을 얼마나 믿는가 × 두 오류가 얼마나 비싼가”가 숨어 있음을 보여 준다

(그림 5.1).

5.2 Bayes 분류와선형판별분석

정리 5.4 (Bayes 분류기) 𝐾개의 무리가 사전확률 𝜋𝑘로 섞여 있고 무리 𝑘의 밀도가 𝑓𝑘이면,

오분류 확률을 최소화하는 규칙은 𝐱를 argmax𝑘 𝜋𝑘𝑓𝑘(𝐱)에 배정하는 것이다.

증명. 전략 0–1 손실의 사후 기대손실을 사후확률로 쓰고 정리 5.2을 쓴다. 사후확률은 베이즈

정리로 𝜋𝑘𝑓𝑘(𝐱)에 비례한다. 단계별 증명은 연습 5.6(유도형)에서 직접 쓴다. 완성된 증명은 부록

A의 풀이 36쪽에 있다.

자료 𝐱
가능도비
𝑓1(𝐱)
𝑓0(𝐱)

≷ 𝑘 기각 /
받아들임

Neyman–Pearson
크기 𝛼가 𝑘를 정한다

Wald
𝛼, 𝛽가 두 경계
𝑒𝐴, 𝑒𝐵를 정한다

Bayes
𝑘 = 𝜋0𝑐I

𝜋1𝑐II
사전확률 · 비용

𝑘를움직이면크기와검정력이함께움직인다⇒ ROC 곡선

그림 5.1 이번 회차의 세 이론은 모두 가능도비를 임계값과 비교한다. 다른 것은 임계값을 정하는

방법이다. 크기 𝛼로(Neyman–Pearson), 두 오류율의 목표로(Wald), 사전확률과 비용으로(Bayes) 정한다.
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따름정리 5.5 (선형판별분석) 𝑓𝑘 = 𝒩𝑝(𝝁𝑘, Σ) (공분산이 같음)이면 Bayes분류기는 판별함수

𝛿𝑘(𝐱) = 𝐱′Σ−1𝝁𝑘 −
1
2
𝝁′𝑘Σ−1𝝁𝑘 + log𝜋𝑘

가 가장 큰 𝑘를 고른다. 두 무리이면 경계는 초평면𝐰′𝐱 = 𝑐,𝐰 = Σ−1(𝝁1−𝝁0)이고, 𝜋0 = 𝜋1
이면 오분류 확률은 Φ(−Δ/2)이다. Δ2 = (𝝁1 − 𝝁0)′Σ−1(𝝁1 − 𝝁0)은 Mahalanobis 거리의

제곱이다.

증명. 전략 로그 점수 log 𝜋𝑘𝑓𝑘(𝐱)를 전개하면 이차항이 무리에 무관해 빠진다. 오분류 확률은

판별 점수 𝐰′𝐗가 정규분포라는 것에서 나온다.

1 log 𝜋𝑘𝑓𝑘(𝐱) = log 𝜋𝑘 −
1
2
(𝐱 − 𝝁𝑘)′Σ−1(𝐱 − 𝝁𝑘) −

1
2
log det(2𝜋Σ)이다. 다변량정규밀도, 5회

2 전개하면 − 1
2
𝐱′Σ−1𝐱+𝐱′Σ−1𝝁𝑘−

1
2
𝝁′𝑘Σ−1𝝁𝑘이다. 첫 항과 log det 항은 𝑘에 무관하므로 남는

것이 𝛿𝑘(𝐱)이다. Σ−1은대칭

3 Bayes분류기는 argmax𝑘 𝜋𝑘𝑓𝑘(𝐱) = argmax𝑘 𝛿𝑘(𝐱)를 고른다. 정리 5.4, log는증가함수

4 두 무리이면 𝛿1(𝐱) > 𝛿0(𝐱)은𝐰′𝐱 > 𝑐와 같다.𝐰 = Σ−1(𝝁1−𝝁0), 𝑐 =
1
2
𝐰′(𝝁0+𝝁1)+log

𝜋0
𝜋1

이다. 2 의차, 𝝁′1Σ−1𝝁1 − 𝝁′0Σ−1𝝁0 = 𝐰′(𝝁0 + 𝝁1)

5 무리 0의 𝐗에 대해 𝐰′𝐗 ∼ 𝒩(𝐰′𝝁0, 𝐰′Σ𝐰)이고 𝐰′Σ𝐰 = (𝝁1 − 𝝁0)′Σ−1(𝝁1 − 𝝁0) = Δ2

이다. 5회 정리 A

6 𝜋0 = 𝜋1이면 𝑐−𝐰′𝝁0 =
1
2
𝐰′(𝝁1−𝝁0) =

1
2
Δ2이므로 𝑃0(𝐰′𝐗 > 𝑐) = 1−Φ(Δ/2) = Φ(−Δ/2)

이다. 무리 1에서도 대칭으로 같다. 5 , 표준화

공분산이 무리마다 다르면 𝐱′Σ−1𝑘 𝐱 항이 남아 경계가 이차곡면이 된다(이차판별분석, 연습 5.3).
Fisher(1936)는 정규분포를 가정하지 않고 같은 방향 𝐰에 이르렀다.

명제 5.6 (Fisher의판별기준) (𝐰′(𝝁1−𝝁0))
2/𝐰′Σ𝐰 (무리 사이의 거리 대 무리 안의 흩어짐)

를 최대화하는 방향은 𝐰 ∝ Σ−1(𝝁1 − 𝝁0)이다.

증명. 전략 Σ1/2로 좌표를 바꿔 분모를 보통의 길이로 만들고 Cauchy–Schwarz부등식(3회 정리

4.4)을 쓴다 [T4]. 단계별 증명은 연습 5.7(유도형)에서 직접 쓴다. 완성된 증명은 부록 A의 풀이

36쪽에 있다.
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연습문제

연습 5.1 (Bayes 검정의 임계값 ★) 의료 검사에서 질병의 유병률이 1%이고, 놓친 환자(2종
오류)의 비용이 잘못 경보한 건강인(1종 오류)의 50배라면 가능도비 임계값은 얼마인가?풀이

35쪽

연습 5.2 (판별의오류율★★) 따름정리 5.5에서 사전확률이 다르면(𝜋0 ≠ 𝜋1) 경계가 어떻게

움직이는지 쓰고, 오분류 확률을 구하라. 풀이 35쪽

연습 5.3 (이차판별 ★) 1차원에서 𝑓0 = 𝒩(0, 1), 𝑓1 = 𝒩(0, 4), 𝜋0 = 𝜋1이면 Bayes 분류기가

|𝑥| > 𝑐이면 무리 1로 배정함을 보이고 𝑐를 구하라. 풀이 35쪽

연습 5.4 (minimax 검정 ★★) 𝐻0 ∶ 𝒩(0, 1) 대 𝐻1 ∶ 𝒩(1, 1)을 관측 하나로 검정할 때 두

오류의 확률의 최댓값을 최소화하는 검정은 𝑥 > 1
2
이면 기각임을 보이고, 이것이 𝜋0 = 𝜋1인

Bayes검정과 같음을 확인하라. 풀이 35쪽

연습 5.5 (Bayes 검정은가능도비검정이다: 증명★ 유도형) 따름정리 5.3를 다음 순서로 증명하

라.

(a) 맞으면 비용이 0이므로, 기각의 사후 기대손실이 𝑐I 𝜋(𝐻0 ∣ 𝐱)이고 받아들임의 것이

𝑐II 𝜋(𝐻1 ∣ 𝐱)임을 보여라.

(b) 베이즈 정리로 𝜋(𝐻𝑗 ∣ 𝐱) = 𝜋𝑗𝑓𝑗(𝐱)/𝑚(𝐱)를 넣고, 정리 5.2에 따라 기각이 나은 조건이

𝑓1(𝐱)/𝑓0(𝐱) > 𝜋0𝑐I/(𝜋1𝑐II)임을 얻어라. 두 손실이 같은 점에서는 어느 행동을 골라도

된다.

(c) 거꾸로 임계값 𝑘 > 0이 주어지면 𝜋0𝑐I/(𝜋1𝑐II) = 𝑘가 되는 사전확률과 비용이 있음을

보여라.

풀이 35쪽

연습 5.6 (Bayes 분류기: 증명★ 유도형) 정리 5.4를 증명하라.

(a) 0–1 손실 𝐿(𝑘, 𝑎) = 1{𝑎 ≠ 𝑘}에서 행동 𝑎의 사후 기대손실이 1 − 𝑃(무리 𝑎 ∣ 𝐱)임을

보여라.

(b) 베이즈 정리로 𝑃(무리 𝑎 ∣ 𝐱) = 𝜋𝑎𝑓𝑎(𝐱)/∑𝑗 𝜋𝑗𝑓𝑗(𝐱)임을 쓰고, 정리 5.2로 결론을 얻어라.

(c) Bayes위험이 오분류 확률과 같음을 확인하라.

풀이 36쪽

연습 5.7 (Fisher의 판별 기준: 증명 ★★ 유도형) 명제 5.6를 다음 순서로 증명하라. Σ는 양의

정치다.

(a) Σ = 𝑄Λ𝑄′ (고유분해)로 Σ1/2 = 𝑄Λ1/2𝑄′를 정의하고, Σ1/2이 대칭이며 역행렬 Σ−1/2를
가짐을 보여라.
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(b) 𝐯 = Σ1/2𝐰, 𝐝 = Σ−1/2(𝝁1 − 𝝁0)로 두면 기준이 (𝐯′𝐝)2/‖𝐯‖2임을 보여라.

(c) Cauchy–Schwarz 부등식으로 기준이 ‖𝐝‖2 = Δ2 이하이고, 등호가 𝐯 ∝ 𝐝, 곧 𝐰 ∝
Σ−1(𝝁1 − 𝝁0)일 때뿐임을 보여라.

풀이 36쪽
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6
데이터로— Fisher의붓꽃 (1936)

역사 식물학자 Edgar Anderson은 붓꽃 세 종(setosa, versicolor, virginica)을 50송이씩 모아(그 가운데

둘은 캐나다 Gaspé반도에서) 꽃받침과 꽃잎의 길이와 너비를 쟀다(1935). 그는 virginica와 versicolor
의 관계를 진화의 관점에서 연구하고 있었다. Fisher(1936)는 이 자료로 “여러 측정값을 하나의 일차결

합으로 묶어 종을 가장 잘 가르는 법”을 보였다. 그 일차결합이 명제 5.6의 판별함수다. 같은 해 인도의

Mahalanobis는 무리 사이의 거리 Δ를 정의했다. Fisher의 논문은 Annals of Eugenics(우생학 연보)

에 실렸다. 통계학의 많은 도구가 우생학의 맥락에서 태어났다는 사실도 이 자료의 역사의 일부다.

예제 6.1 (세종의선형판별분석) 네 측정값(꽃받침 길이·너비, 꽃잎 길이·너비, cm)으로 따름

정리 5.5의 판별함수를 만든다. 평균은 종마다 따로, 공분산은 세 종을 합쳐 추정한다(자유도

150 − 3). 같은 자료로 분류하면 150송이 가운데 3송이를 틀린다. setosa는 50송이 모두

맞고, versicolor 2송이가 virginica로, virginica 1송이가 versicolor로 간다. 자료를 하나씩

빼고 나머지로 만든 판별함수로 뺀 것을 분류해도(leave-one-out) 3송이를 틀린다. setosa는

다른 두 종에서 Mahalanobis 거리로 9.5와 13.4만큼 떨어져 있어 가르기가 쉽고, versicolor

와 virginica 사이는 4.1뿐이다.

예제 6.2 (versicolor 대 virginica) 두 종만으로 명제 5.6의 방향을 구하면

𝐰 = (−3.56, −5.58, 6.97, 12.39)

(꽃받침 길이, 꽃받침 너비, 꽃잎 길이, 꽃잎 너비)이다. 꽃잎이 길고 넓을수록, 꽃받침이

짧고 좁을수록 virginica 쪽이다. 두 종의 Mahalanobis 거리는 Δ = 3.77이므로 정규 모형

아래의 오분류 확률은 Φ(−Δ/2) = 0.030이다. 실제로 두 평균의 중점을 경계로 쓰면 100송이

가운데 3송이를 틀린다. 경계를 움직이면 “virginica를 virginica로 맞히는 비율”(검정력)과

“versicolor를 virginica로 잘못 부르는 비율” (크기)이 함께 움직인다. 그 궤적이 ROC 곡선

이고(8절), 곡선 아래 넓이는 0.997이다(그림 6.1).
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그림 6.1 Fisher의 붓꽃. 왼쪽: 꽃잎의 길이와 너비. 세 종이 색으로, 선형판별분석이 틀린 세 송이가 검은

테두리로 표시되어 있다. 가운데: versicolor(파랑)와 virginica(빨강)를 Fisher의 방향 𝐰로 투영한 판별

점수. 세로선은 두 평균의 중점. 오른쪽: 경계를 움직여 그린 ROC곡선(넓이 0.997).

연습문제

연습 6.1 (판별 방향의해석★) 예제 6.2의 𝐰로 만든 점수의 두 종 평균의 차를 점수의 표준편

차로 나누면 Δ = 3.77임을 노트북으로 확인하라(명제 5.6의 최댓값). 풀이 36쪽

연습 6.2 (같은자료로재면★) 같은 자료로 판별함수를 만들고 같은 자료로 오류율을 재면 왜

낙관적인가? leave-one-out이 그 문제를 어떻게 줄이는가? 풀이 36쪽
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7
부숴보기— 𝑝-값이말하지않는것

7.1 표본이거대하면

검정력은 표본 크기와 함께 1로 간다(8회 정리 3.4). 그 말은 뒤집으면 이렇다. 귀무가설이 정확히

참이 아닌 한, 표본이 충분히 크면 아무리 작은 차이도 유의하다.

예제 7.1 (A/B 테스트의 0.1%포인트) 웹페이지의 두 판을 사용자 100만 명씩에게 보였더니 클

릭률이 10.0%와 10.1%였다. 두 비율의 차의 표준오차는 √2 ⋅ 0.1 ⋅ 0.9/106 ≈ 0.00042이므로

𝑧 = 2.35, 𝑝 = 0.019다. 유의하다. 그러나 95%구간은 [0.0002, 0.0018], 곧 0.02%포인트에서

0.18%포인트다. 이 차이가 페이지를 바꿀 만한지는 𝑝-값이 아니라 효과의 크기와 비용이 정

한다. 같은 차이를 사용자 1만 명씩에서 보았다면 𝑧 = 0.24로 전혀 유의하지 않았다. 𝑝-값은

효과의 크기와 표본 크기를 한 숫자에 섞는다.

그래서 결과는 𝑝-값 하나가 아니라 효과의 추정값과 신뢰구간으로 보고해야 한다. 구간과 검정은

같은 것이지만(8회 정리 3.5), 구간은 “얼마나”를 함께 말한다.

7.2 Lindley의 역설 (1957)

𝑝-값은 귀무가설이 참일 확률이 아니다. 둘이 얼마나 다를 수 있는지는 Bayes의 관점에서 보면

분명해진다.

예제 7.2 (같은 𝑝-값, 다른 증거) 𝑋𝑖
iid∼ 𝒩(𝜇, 1)에서 𝐻0 ∶ 𝜇 = 0를 검정하는데 𝑧 = √𝑛 ̄𝑥 = 2.0

이 나왔다(𝑝 = 0.046). 대립가설 아래 𝜇 ∼ 𝒩(0, 1)이라는 사전분포를 두면, 두 가설의 Bayes
인수는

𝐵01 =
𝑓(𝐱 ∣ 𝐻0)
𝑓(𝐱 ∣ 𝐻1)

= √1 + 𝑛 exp(−𝑧
2

2 ⋅ 𝑛
𝑛 + 1)

이다(연습 7.2). 𝑧를 2.0으로 고정하면 𝑛 = 100에서 𝐵01 = 1.4, 𝑛 = 104에서 13.5, 𝑛 = 106

에서 135다. 두 가설의 사전확률이 반반이면 𝑛 = 106에서 𝑃(𝐻0 ∣ 𝐱) = 0.993이다. 같은

𝑝 = 0.046이 작은 표본에서는 𝐻0에 약간 반하는 증거, 큰 표본에서는 𝐻0를 강하게 지지

하는 증거다. 큰 표본에서 𝑧 = 2는 ̄𝑥 = 0.002, 곧 0에 매우 가까운 값이고, 그것은 “어딘가

넓게 퍼진 𝜇”보다 “정확히 0”과 더 잘 맞는다.
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가정 주의 미국통계학회는 2016년 𝑝-값에 관한 성명에서 여섯 원칙을 밝혔다. 그 가운데

셋이 이 절의 내용이다. 𝑝-값은 가설이 참일 확률이 아니다. 𝑝-값은 효과의 크기나 결과의

중요성을 재지 않는다. 𝑝 < 0.05 하나로 과학적 결론이나 정책을 정해서는 안 된다. 8회 7
절의 다중검정과 선택적 멈춤까지 더하면, 𝑝-값은 정해진 절차 안에서 오류율을 관리하는

도구로 쓸 때만 뜻이 분명하다.

연습문제

연습 7.1 (구간으로 보고하기★) 예제 7.1의 95%구간을 계산하고, 상대적인 개선(10.0%대비)

으로 바꿔 쓰라. 사용자 1만 명씩이었다면 구간은 어떻게 되는가? 풀이 36쪽

연습 7.2 (Lindley의 Bayes 인수★★) ̄𝑋 ∣ 𝜇 ∼ 𝒩(𝜇, 1/𝑛), 𝐻1 아래 𝜇 ∼ 𝒩(0, 𝜏2)이면 𝐻1 아래

̄𝑋의 주변분포가𝒩(0, 𝜏2+1/𝑛)임을 보이고, 𝐵01 = √1 + 𝑛𝜏2 exp(−𝑧2

2
𝑛𝜏2

1+𝑛𝜏2
)을 유도하라.풀이

37쪽

연습 7.3 (𝑝-값의 오독 ★) “𝑝 = 0.03이므로 귀무가설이 참일 확률은 3%다”와 “𝑝 = 0.03
이므로 우연히 이런 결과가 나올 확률은 3%다”의 무엇이 틀렸는지 설명하라. 정확한 문장은

무엇인가? 풀이 37쪽
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8
Beautiful insights— ROC와멈출수있는검정

8.1 ROC 곡선은 Neyman–Pearson 검정들의모임이다

분류기는 입력마다 점수 𝑠(𝐱)를 내놓고, 임계값 𝑡를 넘으면 “양성”이라 부른다. 임계값을 움직

이며 “음성인데 양성이라 부른 비율”(거짓양성률, 검정의 크기)과 “양성을 양성이라 부른 비율”

(참양성률, 검정력)을 그린 곡선이 ROC 곡선이다. 신호탐지 이론(2차대전의 레이더)에서 나온

이름이다.

Neyman–Pearson 보조정리는 ROC의 언어로 이렇게 읽힌다. 점수가 가능도비 𝑓1(𝐱)/𝑓0(𝐱)(또는

그 단조함수)이면, 각 임계값의 검정은 그 크기에서 최강력이다. 그러므로 가능도비의 ROC곡선은

어떤 점수의 ROC 곡선보다도 위에 있다(연습 8.1). 좋은 분류기를 만드는 일은 가능도비, 곧 사후

확률(정리 5.4)을 잘 근사하는 일이다. 임계값을 고르는 일은 결정이론이 맡는다(따름정리 5.3).
유병률과 두 오류의 비용이 임계값을 정한다.

ROC 곡선 아래 넓이(AUC)는 “양성 하나와 음성 하나를 무작위로 골랐을 때 양성의 점수가 더

클 확률”이다(연습 8.2). 이것은 15회의 Mann–Whitney통계량과 같다. 붓꽃의 0.997은 virginica

한 송이와 versicolor 한 송이를 뽑으면 거의 언제나 판별 점수가 옳은 순서라는 뜻이다.

8.2 보면서멈출수있는검정

온라인 A/B 테스트에서는 결과가 실시간으로 쌓인다. 분석가는 매일 𝑝-값을 보고, 유의해지면

실험을 멈추고 싶다. 8회 예제 7.1에서 보았듯이 고정 표본의 검정을 이렇게 쓰면 1종 오류가 커

진다. 표준정규 자료를 100개마다 보며 |𝑧| > 1.96이면 멈추는 일을 1만 개까지 하면, 귀무가설이

참인데도 38%가 “유의”해진다. 관측마다 보면 59%다(그림 8.1).

Wald의 SPRT는 처음부터 “보면서 멈추는” 검정이었다. 다만 대립가설이 하나의 값(𝜃1)이어야

했다. Robbins(1970)의 혼합 SPRT는 대립가설의 모수에 분포 𝜋를 두고 가능도비를 평균한다.

𝑀𝑛 = ∫∏
𝑖≤𝑛

𝑓𝜃(𝑋𝑖)
𝑓0(𝑋𝑖)

𝜋(𝑑𝜃).

𝐻0 아래 𝑀𝑛은 평균이 1인 음이 아닌 마틴게일이다. Ville의 부등식은 그런 과정이 한 번이라도

26



수리통계학 12회 · 최적 검정과결정 8 Beautiful insights — ROC와 멈출수있는검정

1/𝛼를 넘을 확률이 𝛼 이하라고 말한다.

𝑃0(sup
𝑛
𝑀𝑛 ≥

1
𝛼) ≤ 𝛼.

그래서 “𝑀𝑛 ≥ 1/𝛼가 되는 순간 멈추고 기각”하는 검정은 언제 보든, 언제 멈추든 크기가 𝛼
이하다. 정규 평균에서 𝜃 ∼ 𝒩(0, 𝜏2)로 두면 𝑀𝑛 = (1 + 𝑛𝜏2)−1/2 exp( 𝜏2𝑆2𝑛

2(1+𝑛𝜏2)
) (𝑆𝑛 = ∑𝑋𝑖)로

닫힌 꼴이다. 관측마다 보아도 거짓양성률은 약 4%다(𝛼 = 0.05, 𝜏2 = 0.01, 1만 개까지). 효과가

0.05표준편차이면 1만 개 안에 98%가 기각되고, 멈추는 시점의 중앙값은 약 2,900번째다. 오늘의

A/B테스트 플랫폼이 쓰는 “언제나 유효한 𝑝-값”(Johari외 2017)이 이것이다.

증명 없이 쓰는 사실 (Ville의 부등식) 𝑀𝑛 ≥ 0이 마틴게일이고 𝐸𝑀0 = 1이면 𝑃(sup𝑛𝑀𝑛 ≥
𝑐) ≤ 1/𝑐이다. 이산시간이면 “처음으로 𝑐를 넘는 시각에서 멈춘 과정”에 마틴게일의 멈

춤 정리를 쓰는 짧은 증명이 있다(연습 8.3). 혼합 SPRT의 𝑀𝑛이 마틴게일인 것은, 각 𝜃의

가능도비 곱이 𝐻0 아래 평균 1인 마틴게일이고(3회 반복기댓값) 그 평균도 마틴게일이기

때문이다.

100 101 102 103 104

n

−2

−1

0

1

2

3

4

z n

fixed-n z test checked every time: 59.6% cross

100 101 102 103 104

n

10−1

100

101

102

M
n

mixture SPRT, 1/α = 20: 4.0% cross

그림 8.1 귀무가설이 참일 때(표준정규 자료) 관측마다 결과를 보는 경우. 왼쪽: 고정 표본 𝑧 검정을 매번

적용하면 경로가 ±1.96을 한 번이라도 넘을 확률이 표본과 함께 커진다. 오른쪽: 혼합 SPRT의 𝑀𝑛이

1/𝛼 = 20을 넘은 경로는 약 4%뿐이다.
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연습문제

연습 8.1 (가능도비의 ROC가 위에 있다 ★★) 아무 점수 𝑠의 ROC 곡선 위의 점 (𝛼, 𝛾)에 대해,

가능도비의 ROC곡선의 𝛼에서의 높이가 𝛾 이상임을 정리 1.2로 보여라. 풀이 37쪽

연습 8.2 (AUC와순위★) 양성 점수 𝑆1과 음성 점수 𝑆0가 독립이고 연속이면 ROC곡선 아래

넓이가 𝑃(𝑆1 > 𝑆0)임을 보여라. 풀이 37쪽

연습 8.3 (Ville의부등식★★★) 𝑀𝑛 ≥ 0이평균 1인마틴게일이고 𝜏 = min{𝑛 ∶ 𝑀𝑛 ≥ 𝑐}이면,

𝑁을 고정하고 𝜏∧𝑁에서 멈춘 값의 평균이 1임(멈춤 정리)을 써서 𝑃(max𝑛≤𝑁 𝑀𝑛 ≥ 𝑐) ≤ 1/𝑐
를 보이고, 𝑁 → ∞로 보내라. 풀이 37쪽
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9
정리와역사노트

9.1 한 장요약

정리 내용 조건

Neyman–Pearson (1.2) 가능도비 > 𝑘에서 기각하는 검정이 최강력 단순 대 단순

최강력 검정의 성질 (1.5) 충분통계량의 함수, 검정력 ≥ 크기 —

Karlin–Rubin (2.4) 𝑇 > 𝑐꼴이 한쪽 UMP,검정력 함수는 단조 단조가능도비

Wald의 경계 (4.2) 𝛼′ ≤ 𝑒−𝐴(1 − 𝛽′), 𝛽′ ≤ 𝑒𝐵(1 − 𝛼′) SPRT가 멈춤

Wald의 등식 (4.3) 𝐸∑𝑖≤𝑁 𝑍𝑖 = 𝐸𝑁 ⋅ 𝐸𝑍 𝑁 멈춤시각

Bayes규칙 (5.2, 5.3) 사후 기대손실 최소, Bayes검정 =가능도비 검정 —

Bayes분류 · LDA (5.4, 5.5) argmax𝜋𝑘𝑓𝑘, 정규·같은 공분산이면 선형, 오류

Φ(−Δ/2)
—

Fisher의 기준 (5.6) 𝐰 ∝ Σ−1(𝝁1 − 𝝁0) —

이번 회차의 모든 최적성은 가능도비에서 나왔다. 단순가설의 최강력 검정(Neyman–Pearson),
한쪽 가설의 균일최강력 검정(Karlin–Rubin), 축차검정(Wald), Bayes검정과 분류기가 모두 “가

능도비를 임계값과 비교하라”였다. 다른 것은 임계값을 정하는 방법뿐이다. 크기로 정하거나

(Neyman–Pearson), 오류율의 목표로 정하거나(Wald), 사전확률과 비용으로 정한다(Bayes).

9.2 Stigler의 명명법칙

이름과발견

• Neyman–Pearson 보조정리:대립가설을 생각하라는 착상은 Gosset의 1926년 편지에 있었다.

• SPRT: Wald(1945)와 같은 시기에 영국의 Barnard(1946)가 따로 같은 검정에 이르렀다. 질문을

처음 던진 사람은 해군 장교 Schuyler와 경제학자 Wallis ·Friedman이었다.

• 선형판별분석: Fisher(1936)의 판별함수는 정규분포를 가정하지 않은 기준(명제 5.6)에서 나왔다.

정규 모형의 Bayes분류기로서의 유도는 Welch(1939)와 Wald(1944)가 했다. 자료는 Anderson의
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것이다.

• Karlin–Rubin: 단조가능도비의 UMP 정리는 Karlin과 Rubin(1956)의 이름으로 불리지만, 정규

평균처럼 단순한 경우의 “모든 대립가설에 공통인 최량 기각역”은 Neyman–Pearson(1933)이 이미

다뤘다.

9.3 7 Pillars 지도

이번 회차는 셋째 기둥 Likelihood의 검정 쪽 완성이다. 9회가 가능도를 추정에 썼다면, 12회는

가능도비가 가장 좋은 검정을 만든다는 것을 보였다. 다섯째 기둥 Design의 씨앗도 보였다.Wald
의 축차검정은 “몇 개를 관측할지”를 자료가 정하게 한 최초의 설계다. 14회의 실험설계가 그

이야기를 잇는다.

9.4 다음회—최소제곱: Legendre–Gauss에서Gauss–Markov까지 (1749

→ 1943)

지금까지의 모형은 대부분 한 모집단의 모수 몇 개였다. 13회는 관측이 다른 변수의 일차함수에

오차가 더해진 것이라는 모형, 곧 선형모형으로 넘어간다. Euler(1749)가 풀지 못한 달의 운동,

Mayer(1750)의 묶음 평균, Legendre(1805)의 최소제곱과 Gauss의 우선권 주장에서 출발한다.

사영의 기하로 최소제곱을 다시 세우고, Gauss–Markov정리와 𝑡 ·𝐹 검정을 증명한다. 이번 회차의

가능도비 검정이 거기서 𝐹 검정이 된다.
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A
연습문제풀이

각 풀이의 머리에 있는 문제 ○○쪽을 누르면 문제로 돌아간다. 계산 문제의 수치는 노트북에서

같은 계산으로 확인했다.

1절

연습 1.1 문제 6쪽

𝑓1
𝑓0

= 2−𝑛𝑒−∑𝑥𝑖/2

𝑒−∑𝑥𝑖
= 2−𝑛𝑒∑𝑥𝑖/2는 ∑𝑥𝑖의 증가함수이므로 최강력 검정은 ∑𝑋𝑖 > 𝑐에서 기각한다.

𝐻0 아래 ∑𝑋𝑖 ∼ 감마(𝑛, 1)이므로 2∑𝑋𝑖 ∼ 감마(𝑛, 2) = 𝜒2(2𝑛)이고 𝑐 = 1
2
𝜒22𝑛,𝛼이다.

연습 1.2 문제 6쪽

𝐻0 아래 𝑃(𝑇 ≥ 10) = 0.0318, 𝑃(𝑇 = 9) = 0.0363이므로 𝛾 = (0.05−0.0318)/0.0363 = 0.501.𝐻1 아

래 𝑇 ∼ Poi(10)이고 𝑃(𝑇 ≥ 10) = 0.542, 𝑃(𝑇 = 9) = 0.125이므로 검정력은 0.542+0.501⋅0.125 =
0.605.

연습 1.3 문제 6쪽

가능도비 𝑟(𝑥) = 1+𝑥2

1+(𝑥−1)2
는 𝑥 → ±∞에서 1로 가고, 𝑥 = 1+√5

2
≈ 1.62 근처에서 최대(약 2.6)다.

그래서 {𝑟 > 𝑘} (𝑘 > 1)는 유계인 구간이다. 크기 0.05이면 𝑘 = 2.53, 기각역은 [1.37, 1.94], 검정

력은 0.13이다(노트북). 아주 큰 𝑥는 𝜃 = 0에서도 𝜃 = 1에서도 비슷하게 드문 꼬리 관측이어서

두 가설을 가르지 못한다.

연습 1.4 문제 6쪽

𝑋(𝑛) ≤ 1이면 𝑓1/𝑓0 = 2−𝑛/1, 𝑋(𝑛) > 1이면 𝑓0 = 0이므로 ∞이다. 𝑘 = 2−𝑛으로 두면 {𝑓1 >
𝑘𝑓0} = {𝑋(𝑛) > 1}은 𝐻0 아래 확률 0이고, 경계 {𝑓1 = 𝑘𝑓0} = {𝑋(𝑛) ≤ 1} 위에서는 크기가 𝛼가

되도록 아무렇게나 기각해도 된다. 예를 들어 “𝑋(𝑛) > (1 − 𝛼)1/𝑛이면 기각”과 “𝑋(𝑛) > 1 또는

𝑋(1) > 1 − 𝛼1/𝑛이면 기각”은 둘 다 크기가 𝛼이고 검정력이 1 − (1 − 𝛼)2−𝑛으로 같다. (𝜃 = 2
이면 𝑋(𝑛) ≤ 1일 확률이 2−𝑛이고, 그 조건 아래 표본은 U(0, 1)이므로 어느 검정이든 확률 𝛼로

기각한다.)
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연습 1.5 문제 6쪽

(a) ℎ(𝐱) > 0이면
𝑓1(𝐱)
𝑓0(𝐱)

= 𝑔(𝑇(𝐱);𝜃1)ℎ(𝐱)
𝑔(𝑇(𝐱);𝜃0)ℎ(𝐱)

= 𝑔(𝑇(𝐱);𝜃1)
𝑔(𝑇(𝐱);𝜃0)

로 𝑇만의 함수다. 그러면 {𝑓1 > 𝑘𝑓0}, {𝑓1 =
𝑘𝑓0}, {𝑓1 < 𝑘𝑓0}가 {ℎ > 0} 위에서 𝑇의 값만으로 정해지므로 𝜑∗는 𝑇의 함수다. ℎ(𝐱) = 0이면

𝑓0(𝐱) = 𝑓1(𝐱) = 0이고, 그런 점들의 집합은 두 분포 아래 모두 확률 0이므로 거기서 𝜑∗를 어떻게

정해도 크기와 검정력이 바뀌지 않는다. (b) 𝜑 ≡ 𝛼의 크기는 𝐸𝜃0𝛼 = 𝛼이고 검정력도 𝛼이다.

정리 1.2(b)로 𝐸𝜃1𝜑∗ ≥ 𝐸𝜃1𝛼 = 𝛼이다. (c) 등호이면 𝜑 ≡ 𝛼는 크기 𝛼에서 최강력 검정과 같은

검정력을 가지므로 그 자체로 최강력이다. 정리 1.2(c)로 {𝑓1 ≠ 𝑘𝑓0} 위에서 거의 어디서나 𝛼 = 𝜑∗

이다. 그런데 그 위에서 𝜑∗ ∈ {0, 1}이고 0 < 𝛼 < 1이므로, 이 집합은 측도 0이다. (d) 𝑓1 = 𝑘𝑓0이
거의 어디서나 성립하면 1 = ∫𝑓1 = 𝑘∫𝑓0 = 𝑘이므로 𝑘 = 1이고 𝑓1 = 𝑓0 (거의 어디서나)이다.

두 분포가 같다.

2절

연습 2.1 문제 10쪽

𝑓 = (2𝜋𝜎2)−𝑛/2 exp(− 1
2𝜎2

∑(𝑥𝑖 − 𝜇)2)에서 𝑐(𝜎2) = − 1
2𝜎2

이 증가하므로 𝑇 = ∑(𝑋𝑖 − 𝜇)2에 대해

단조가능도비. UMP검정은 𝑇 > 𝑐이고 𝐻0의 경계 𝜎2 = 1에서 𝑇 ∼ 𝜒2(𝑛)이므로 𝑐 = 𝜒2𝑛,𝛼.

연습 2.2 문제 10쪽

𝜃1 < 𝜃2이면
𝑓(𝐱;𝜃2)
𝑓(𝐱;𝜃1)

= (𝜃1/𝜃2)𝑛 (𝑥(𝑛) ≤ 𝜃1), ∞ (𝜃1 < 𝑥(𝑛) ≤ 𝜃2)로 𝑥(𝑛)의 감소하지 않는 함수다.

정리 2.4으로 𝑋(𝑛) > 𝑐가 UMP이고, 𝑃1(𝑋(𝑛) > 𝑐) = 1 − 𝑐𝑛 = 𝛼에서 𝑐 = (1 − 𝛼)1/𝑛.

연습 2.3 문제 10쪽

𝐻0의 경계 𝜆 = 0.61에서 𝑇 ∼ Poi(170.8)이고 𝑃(𝑇 ≥ 𝑐) ≤ 0.05인 가장 작은 정수 𝑐는 194
다(실제 크기 0.043, 노트북). 𝑇 = 196 ≥ 194이므로 크기 0.05에서 기각한다. 한쪽 𝑝-값은

𝑃(𝑇 ≥ 196) = 0.03 정도다. 9회의 양쪽 검정(𝑝 = 0.05–0.07)은 기각하지 못했다. 한쪽 가설을

미리 정했다면 결론이 달라진다.

연습 2.4 문제 10쪽

검정력 𝛾(𝜇) = Φ(−1.96−√𝑛𝜇)+1−Φ(1.96−√𝑛𝜇)는 𝜇 = 0에서 최솟값 0.05를 갖는다(𝛾′(0) = 0
이고 볼록). 따라서 모든 𝜇 ≠ 0에서 0.05 이상이다. 한쪽 검정은 𝜇 < 0에서 검정력이 0.05보다

작아 불편이 아니다.
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3절

연습 3.1 문제 12쪽

𝐻1 아래 MLE는 ̄𝑥, ̄𝑦이고 𝐻0 아래는 ̂𝜃 = 𝑚𝑥̄+𝑛 ̄𝑦
𝑚+𝑛

이다. 𝜆 = 𝑥̄𝑚 ̄𝑦𝑛
̂𝜃𝑚+𝑛 = (𝑚+𝑛)𝑚+𝑛

𝑚𝑚𝑛𝑛
𝑢𝑚(1 − 𝑢)𝑛, 𝑢 =

𝑚𝑥̄
𝑚𝑥̄+𝑛 ̄𝑦

이므로 𝑢의 함수다. 𝑢가
𝑚

𝑚+𝑛
에서 멀수록 작다.

연습 3.2 문제 12쪽

𝐻1 아래 𝜎̂21 , 𝜎̂22 (𝑛으로 나눔), 𝐻0 아래 𝜎̂2 = 𝑚𝜎̂21+𝑛𝜎̂22
𝑚+𝑛

이고 𝜆 = (𝜎̂21)𝑚/2(𝜎̂22)𝑛/2

(𝜎̂2)(𝑚+𝑛)/2 이다. 𝐹 = 𝜎̂21 /𝜎̂22 로

쓰면 𝜆 ∝ 𝐹𝑚/2

(𝑚𝐹+𝑛)(𝑚+𝑛)/2 이고, 이것은 𝐹 = 1에서 최대이며 𝐹가 1에서 멀어질수록 작아진다.

연습 3.3 문제 12쪽

𝜆 = 𝑓0
max(𝑓0,𝑓1)

= min(1, 𝑓0
𝑓1
)이므로 𝜆 ≤ 𝑐 < 1은 𝑓1/𝑓0 ≥ 1/𝑐와 같다.

4절

연습 4.1 문제 16쪽

𝑍𝑖 = ±1 (각 확률
1
2
)이고 𝑍2 = −1이면 𝑁 = 1, 𝑍2 = +1이면 𝑁 = 2로 하자. {𝑁 ≥ 2} = {𝑍2 = +1}

이 𝑍1만으로 정해지지 않으므로 멈춤시각이 아니다(아직 보지 않은 𝑍2를 엿보고 멈춘다).∑𝑖≤𝑁 𝑍𝑖
는 𝑍2 = −1이면 𝑍1, 𝑍2 = +1이면 𝑍1 + 1이므로 평균이

1
2
이다. 그런데 𝐸𝑁 ⋅ 𝐸𝑍 = 3

2
⋅ 0 = 0이다.

연습 4.2 문제 16쪽

log 𝑓1(𝑥)
𝑓0(𝑥)

= 𝛿𝑥 − 𝛿2

2
이므로 Λ𝑛 = 𝛿𝑆𝑛 −

𝑛𝛿2

2
. 𝐵 < Λ𝑛 < 𝐴는

𝐵
𝛿
+ 𝑛𝛿

2
< 𝑆𝑛 <

𝐴
𝛿
+ 𝑛𝛿

2
와 같다. 두

평행선 사이의 띠다.

연습 4.3 문제 16쪽

𝑃(𝑍 > 0) > 0이면 𝑃(𝑍 > 𝜀) = 𝑞0 > 0인 𝜀 > 0이 있다. 𝑚 > (𝐴 − 𝐵)/𝜀로 잡으면 연속된

𝑚개가 모두 𝜀보다 클 확률 𝑞 = 𝑞𝑚0 에서 합이 𝐴 − 𝐵를 넘어 띠를 벗어난다. 서로 겹치지 않는

𝑘개의 구간에서 한 번도 그런 일이 없을 확률은 (1 − 𝑞)𝑘이므로 𝑃(𝑁 > 𝑘𝑚) ≤ (1 − 𝑞)𝑘이고,

𝐸𝑁 = ∑𝑃(𝑁 > 𝑗) ≤ 𝑚∑𝑘(1 − 𝑞)𝑘 < ∞.
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연습 4.4 문제 16쪽

̂𝑝의 정규근사로 기각역 ̂𝑝 > 𝑝0 + 𝑧𝛼√𝑝0𝑞0/𝑛의 검정력이 1 − 𝛽가 되려면 𝑝0 + 𝑧𝛼√𝑝0𝑞0/𝑛 =
𝑝1 − 𝑧𝛽√𝑝1𝑞1/𝑛이다. 풀면 𝑛 = ( 1.645⋅0.218+1.282⋅0.357

0.10
)2 ≈ 67. 정확한 이항 계산(77)보다 작다.

불량률이 작아 정규근사가 낙관적이다.

5절

연습 5.1 문제 20쪽

𝑘 = 𝜋0𝑐I
𝜋1𝑐II

= 0.99⋅1
0.01⋅50

= 1.98. 가능도비가 약 2를 넘으면 양성으로 부른다. 유병률이 낮으면 비용이

커도 임계값이 1보다 크다.

연습 5.2 문제 20쪽

경계는 𝐰′𝐱 = 1
2
𝐰′(𝝁0 + 𝝁1) + log 𝜋0

𝜋1
로 사전확률이 작은 쪽으로 밀린다. 𝜂 = log(𝜋0/𝜋1)이면

오분류 확률은 𝜋0Φ(−
Δ
2
− 𝜂

Δ
) + 𝜋1Φ(−

Δ
2
+ 𝜂

Δ
)이다.

연습 5.3 문제 20쪽

log 𝑓1
𝑓0

= − log 2 − 𝑥2

8
+ 𝑥2

2
= 3𝑥2

8
− log 2 > 0이면 무리 1이므로 |𝑥| > 𝑐 = √

8
3
log 2 = 1.36.

연습 5.4 문제 20쪽

𝑥 > 𝑐에서 기각하면 두 오류는 1−Φ(𝑐)와 Φ(𝑐−1)이다. 앞은 감소, 뒤는 증가하므로 최댓값은 두

값이 같은 𝑐 = 1
2
에서 최소(둘 다 0.309)다. 𝜋0 = 𝜋1, 같은 비용의 Bayes검정은 𝑓1/𝑓0 = 𝑒𝑥−1/2 > 1,

곧 𝑥 > 1
2
로 같다.

연습 5.5 문제 20쪽

(a) 기각(𝑎 = 1)하면𝐻0이 참일 때만 비용 𝑐I가 생기므로 사후 기대손실은 𝑐I𝜋(𝐻0 ∣ 𝐱)이다. 받아들

이면(𝑎 = 0)𝐻1이 참일 때만 비용 𝑐II가 생기므로 𝑐II𝜋(𝐻1 ∣ 𝐱)이다. (b) 𝜋(𝐻𝑗 ∣ 𝐱) = 𝜋𝑗𝑓𝑗(𝐱)/𝑚(𝐱),
𝑚 = 𝜋0𝑓0 + 𝜋1𝑓1이다. 정리 5.2로 Bayes 규칙은 작은 쪽을 고르므로 𝑐I𝜋0𝑓0(𝐱) < 𝑐II𝜋1𝑓1(𝐱), 곧

𝑓1(𝐱)/𝑓0(𝐱) > 𝜋0𝑐I/(𝜋1𝑐II)일 때 기각한다. 𝑚(𝐱) > 0인 공통 인수는 비교에 영향이 없다. 두 값이

같으면 어느 쪽을 골라도 사후 기대손실이 같으므로 경계에서는 확률화해도 Bayes규칙이다. (c)
예를 들어 𝑐I = 𝑐II = 1로 두고 𝜋0/𝜋1 = 𝑘, 곧 𝜋0 =

𝑘
1+𝑘

, 𝜋1 =
1

1+𝑘
로 고르면 된다. 따라서 임계값

𝑘 > 0의 Neyman–Pearson검정은 이 사전확률에 대한 Bayes검정이다.
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연습 5.6 문제 20쪽

(a) 행동 𝑎의 손실은 참인 무리가 𝑎가 아닐 때 1이므로 사후 기대손실은 ∑𝑘≠𝑎 𝑃(무리 𝑘 ∣ 𝐱) =
1 − 𝑃(무리 𝑎 ∣ 𝐱)이다. (b) 베이즈 정리(1회 정리 5.5)로 𝑃(무리 𝑎 ∣ 𝐱) = 𝜋𝑎𝑓𝑎(𝐱)/∑𝑗 𝜋𝑗𝑓𝑗(𝐱)
이고 분모는 𝑎에 무관하다. 사후 기대손실을 최소화하는 것은 𝜋𝑎𝑓𝑎(𝐱)를 최대화하는 것이므로,

정리 5.2로 argmax𝑘 𝜋𝑘𝑓𝑘(𝐱)가 Bayes 규칙이다. (c) 0–1 손실의 위험은 𝑅(𝑘, 𝛿) = 𝑃𝑘(𝛿(𝐗) ≠ 𝑘)
이고, Bayes위험 ∑𝑘 𝜋𝑘𝑅(𝑘, 𝛿)는 무리를 무작위로 뽑고 분류할 때 틀릴 확률이다.

연습 5.7 문제 20쪽

(a) Σ가 대칭 양의 정치이므로 Σ = 𝑄Λ𝑄′ (𝑄 직교, Λ 대각, 대각원소 양수)이다. Σ1/2 = 𝑄Λ1/2𝑄′

는 대칭이고 Σ1/2Σ1/2 = 𝑄Λ𝑄′ = Σ이며, Σ−1/2 = 𝑄Λ−1/2𝑄′가 역행렬이다. (b) 𝐰′(𝝁1 − 𝝁0) =
𝐰′Σ1/2Σ−1/2(𝝁1 − 𝝁0) = 𝐯′𝐝이고 𝐰′Σ𝐰 = 𝐰′Σ1/2Σ1/2𝐰 = ‖𝐯‖2이다. (c) Cauchy–Schwarz로
(𝐯′𝐝)2 ≤ ‖𝐯‖2‖𝐝‖2이므로 기준은 ‖𝐝‖2 = (𝝁1 − 𝝁0)′Σ−1(𝝁1 − 𝝁0) = Δ2 이하이다. 등호는 𝐯 = 𝑡𝐝
일 때뿐이고, 그때 𝐰 = Σ−1/2𝐯 = 𝑡Σ−1(𝝁1 − 𝝁0)이다. 기준은 𝐰의 길이에 무관하므로 방향만

정해진다.

6절

연습 6.1 문제 23쪽

점수 𝐰′𝐱의 두 평균의 차는 𝐰′(𝝁1 − 𝝁0) = Δ2, 무리 안의 분산은 𝐰′Σ𝐰 = Δ2이므로 표준화한

차는 Δ = 3.77이다.

연습 6.2 문제 23쪽

판별함수는 같은 자료의 오류를 줄이도록 맞춰졌으므로, 같은 자료로 잰 오류율은 새 자료에서의

오류율보다 작게 나온다(과적합). leave-one-out은 각 송이를 그것이 빠진 자료로 만든 규칙으로

분류하므로 그 낙관을 거의 없앤다. 붓꽃처럼 모수(평균 12개, 공분산 10개)에 비해 자료가 많으면

차이가 작다.

7절

연습 7.1 문제 25쪽

차 0.001,표준오차 0.000424이므로 구간은 0.001±0.00083 = [0.00017, 0.00183], 상대적으로 0.2%
에서 1.8%의 개선이다. 1만 명씩이면 표준오차가 0.00424로 열 배가 되어 구간 [−0.0073, 0.0093]

36



수리통계학 12회 · 최적 검정과결정 A 연습문제풀이

은 0을 넉넉히 포함한다.

연습 7.2 문제 25쪽

𝐻1 아래 ̄𝑋 = 𝜇 + ( ̄𝑋 − 𝜇)는 독립인 두 정규의 합이므로 𝒩(0, 𝜏2 + 1/𝑛). 𝐵01 =
𝜑(𝑥̄;0,1/𝑛)

𝜑(𝑥̄;0,𝜏2+1/𝑛)
=

√
𝜏2+1/𝑛
1/𝑛

exp(− 𝑥̄2

2
(𝑛 − 1

𝜏2+1/𝑛
))이고, ̄𝑥2 = 𝑧2/𝑛을 넣으면 √1 + 𝑛𝜏2 exp(−𝑧2

2
𝑛𝜏2

1+𝑛𝜏2
).

연습 7.3 문제 25쪽

첫 문장은 𝑃(자료 ∣ 𝐻0)를 𝑃(𝐻0 ∣ 자료)로 바꿔 읽었다(Lindley의 예가 보이듯 둘은 크게 다를 수

있다). 둘째 문장은 “우연”이 이미 𝐻0을 가정한 말이므로 결국 같은 오독이다. 정확한 문장: “𝐻0

이 참이라면, 지금만큼 또는 이보다 더 극단적인 검정 통계량이 나올 확률이 0.03이다.”

8절

연습 8.1 문제 28쪽

점수 𝑠의 임계값 검정이 크기 𝛼, 검정력 𝛾를 가지면, 크기 𝛼의 Neyman–Pearson 검정(가능도비

임계값, 필요하면 확률화)의 검정력은 정리 1.2로 𝛾 이상이다. 그 검정이 가능도비 ROC곡선의 𝛼
에서의 점이다.

연습 8.2 문제 28쪽

임계값 𝑡에서 FPR(𝑡) = 𝑃(𝑆0 > 𝑡), TPR(𝑡) = 𝑃(𝑆1 > 𝑡)이므로 넓이는 ∫TPR𝑑FPR = ∫𝑃(𝑆1 >
𝑡)𝑓𝑆0(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑃(𝑆1 > 𝑆0) (독립).

연습 8.3 문제 28쪽

𝜏 ∧ 𝑁은 유계인 멈춤시각이므로 𝐸𝑀𝜏∧𝑁 = 𝐸𝑀0 = 1이다. {max𝑛≤𝑁 𝑀𝑛 ≥ 𝑐} = {𝜏 ≤ 𝑁} 위

에서 𝑀𝜏∧𝑁 = 𝑀𝜏 ≥ 𝑐이고 다른 곳에서는 ≥ 0이므로 1 ≥ 𝑐𝑃(𝜏 ≤ 𝑁). 𝑁 → ∞로 보내면

𝑃(sup𝑛𝑀𝑛 ≥ 𝑐) ≤ 1/𝑐.
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