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11회 워크북

충분성
손으로푸는34문항
강의노트 11회를 읽은 뒤 손으로 푼다. 인수분해, Rao–Blackwell, Lehmann–Scheffé,

Basu의 증명은 한 줄씩 짧지만, 각 줄에 쓰인 근거를 빈 종이에서 다시 찾는 것이 이

워크북의 일이다. 문제 아래의 줄 친 공간에 직접 쓴다.

부 하는일 문항 예상시간

A 계산드릴 조건부분포, UMVUE, 로그분배함수, 정보를손으로계산한다 14 2시간 4분

B 빈칸증명 노트의단계형증명을책을덮고다시쓴다 7 2시간 40분

C 증명문제 변형, 일반화, 반례 만들기 9 2시간 50분

D 퀄형 여러절을잇는종합문제. 제한 시간안에 4 2시간 20분

합계 34 약 10시간

노트 11_sufficiency_notes.pdf—문항의 “정리 2.1” 같은 번호는노트의번호다

도구 00_toolkit_notes.pdf — [T1] 원소 추적, [T2] 귀류 ·반례, [T4] 부등식, [T6] 극한의 교환,
[T7] 변수변환, [T8] 델타 방법

검산 노트북 11_sufficiency.ipynb의 “워크북검산” 절: check("A3a", "2/15")



이워크북을쓰는법

1. 노트를 덮고 푼다. 문제의 머리 오른쪽에 쓸 도구, 관련 정리 번호, 예상 시간이 있다. 예상

시간의 두 배가 지나도 진척이 없으면 그때 노트를 편다.

2. 막히면 3단으로본다. 뒤의 힌트와 최종답에서 힌트를 먼저 본다. 다 푼 뒤에는 최종답과 맞춰

본다. 그래도 어긋나거나 증명이 막히면 풀이판을 본다.

3. B부는순서대로푼다.같은 정리를 여러 번 만난다. 처음에는 근거만 빈칸이고( 1 ), 다음에는

단계의 이름만 있고( 2 ), 마지막에는 전략만 있다( 3 ). 앞 단계의 답을 보면서 다음 단계를

쓰지 않는다.

4. 계산은검산한다.최종답이 수나 식인 문항은 노트북의 check()에 넣으면 맞는지만 알려 준다.

정답은 보여 주지 않는다. 식에 𝜆가 들어가면 lam으로 쓴다(lambda는 파이썬의 예약어다).

5. 증명은근거를단다. 등호와 부등호마다 어느 정의, 정리, 앞 회차의 결과를 썼는지 오른쪽에

적는다. 노트의 단계형 증명과 같은 모양이다.

표시 ★정의를 바로 쓰는 문제, ★★ 두세 단계를 잇는 문제, ★★★ 퀄에 나오는 길이의 문제.

[T1]–[T8]은 증명 도구 상자의 도구 번호다.
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수리통계학 11회 · 워크북 A 계산드릴

A
계산드릴

정의와 공식을 손으로 돌린다. 답이 수나 식으로 떨어지므로 다 풀면 뒤의 최종답이나 노트북의

check()로 맞춰 본다. 계산기는 마지막 수치 계산에만 쓴다.

A1 조건부분포에서모수가사라진다★ 정의 1.1, 예제 1.2 · 8분

(a) 𝑋1,… , 𝑋5
iid∼ Bernoulli(𝑝), 𝑇 = ∑𝑋𝑖이다. 𝑃(𝐗 = (1, 1, 0, 1, 0) ∣ 𝑇 = 3)을 구하고 𝑝가

사라짐을 확인하라. (b) 𝑋1, 𝑋2, 𝑋3
iid∼ Poi(𝜆), 𝑇 = ∑𝑋𝑖이다. 𝑃(𝐗 = (2, 1, 1) ∣ 𝑇 = 4)를

구하라.

A2 Poisson 표본의 UMVUE 값★ 정리 2.1, 3.3 · 8분

𝑋1,… , 𝑋4
iid∼ Poi(𝜆)에서 𝑇 = ∑𝑋𝑖 = 6을 관측했다. (a) 𝑒−𝜆 = 𝑃(𝑋 = 0)의 UMVUE의 값을

구하라. (b) 𝑃(𝑋 = 2) = 1
2
𝜆2𝑒−𝜆의 UMVUE를 1{𝑋1 = 2}에 𝑇로 조건을 걸어 구하고, 그 값을

계산하라.
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수리통계학 11회 · 워크북 A 계산드릴

A3 Bernoulli의 UMVUE★ 예제 2.4, 정리 3.3 · 6분

𝑋1,… , 𝑋10
iid∼ Bernoulli(𝑝)에서 𝑇 = ∑𝑋𝑖 = 4를 관측했다. (a) 𝑝2의 UMVUE의 값, (b)

𝑝(1 − 𝑝)의 UMVUE의 값을 구하라. 각각을 MLE ̂𝑝2 = 0.16, ̂𝑝(1 − ̂𝑝) = 0.24와 비교하라.

A4 균등분포의 UMVUE★★ 예제 3.2(c), 정리 3.3 · 8분

𝑋1,… , 𝑋4
iid∼ U(0, 𝜃)에서 1.2, 3.1, 0.7, 2.5를 얻었다. (a) 𝜃의 UMVUE의 값을 구하라. (b)

1/𝜃의 UMVUE를 𝑐/𝑋(𝑛) 꼴에서 찾고, 그 값을 구하라.

A5 독일전차★ 예제 2.3, 3.4(d) · 8분

{1,… ,𝑁}에서 비복원으로 뽑은 일련번호 19, 40, 42, 60을 얻었다. (a) 𝑁의 UMVUE의 값과

(b) 적률법 추정값 2 ̄𝑋 − 1을 구하라. (a)가 (b)를 Rao–Blackwell화한 것임을 한 줄로 말하라.

2



수리통계학 11회 · 워크북 A 계산드릴

A6 기하분포의로그분배함수★★ 정의 4.1, 정리 4.3 · 12분

𝑃(𝑋 = 𝑥) = 𝑝(1 − 𝑝)𝑥−1 (𝑥 = 1, 2,… )를 자연모수 𝜂 = log(1 − 𝑝), 𝑇(𝑥) = 𝑥, ℎ(𝑥) = 1
인 지수족으로 쓴다. (a) 𝐴(𝜂)를 구하라. (b) 𝐴′(𝜂)로 𝑝 = 1

4
에서 𝐸𝑋를, (c) 𝐴″(𝜂)로 Var𝑋를

구하라.

A7 두모수화의정보★ 따름정리 4.4 · 8분

Bernoulli(𝑝), 𝑝 = 0.2에서 (a) 자연모수 𝜂 = log 𝑝
1−𝑝

에 대한 한 관측의 정보 𝐼(𝜂)와 (b) 𝑝에

대한 정보 𝐼(𝑝)를 구하라. 두 값의 관계를
𝑑𝜂
𝑑𝑝

로 설명하라.

A8 지수표본의최댓값의몫★★ 정리 5.2 · 10분

𝑋1,… , 𝑋4
iid∼ Exp(평균 𝜃)이다. 𝐸𝑋(𝑛) = 𝜃(1 + 1

2
+⋯+ 1

𝑛
)을 써서 𝐸[𝑋(4)/∑𝑖 𝑋𝑖]를 구하라.

3



수리통계학 11회 · 워크북 A 계산드릴

A9 균등표본의순서통계량의몫★ 예제 5.5(b) · 8분

𝑋1,… , 𝑋5
iid∼ U(0, 𝜃)이다. 𝐸𝑋(𝑘) =

𝑘
𝑛+1

𝜃를 써서 𝐸[𝑋(2)/𝑋(5)]를 구하라.

A10 UMVUE의분산과 Cramér–Rao 한계★★ 정리 2.1, 9회 정리 2.4 · 10분

𝑋1,… , 𝑋10
iid∼ Poi(𝜆), 𝜆 = 1에서 𝑒−𝜆의 UMVUE (1 − 1

𝑛
)𝑇 를 생각한다. 확률생성함수 𝐸𝑠𝑇 =

𝑒𝑛𝜆(𝑠−1)을 써서 (a) Var((1 − 1
𝑛
)𝑇), (b) Cramér–Rao한계

𝜏′(𝜆)2

𝑛𝐼(𝜆)
, (c) 둘의 비를 구하라.

A11 모수가두개뿐이면완비가아니다★★ 정의 3.1 · [T2] · 10분

𝑋1, 𝑋2
iid∼ Bernoulli(𝑝)이고 모수공간이 𝑝 ∈ { 1

4
, 3
4
}두 점뿐이다. 𝑇 = 𝑋1+𝑋2의 함수 𝑔가운데

두 𝑝에서 모두 𝐸𝑝𝑔(𝑇) = 0인 것을 𝑔(0) = 1로 정규화해 찾아라. (a) 𝑔(1)과 (b) 𝑔(2)를 구하라.
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수리통계학 11회 · 워크북 A 계산드릴

A12 Rayleigh 분포의MLE★★ 정리 4.3, 따름정리 4.4 · 8분

Rayleigh 밀도 𝑓(𝑥; 𝜃) = 𝑥
𝜃
𝑒−𝑥2/(2𝜃) (𝑥 > 0)를 𝑇(𝑥) = 𝑥2인 지수족으로 쓰고, 𝐴′(𝜂) = 𝐸𝑋2

를 구하라. 자료 1, 2, 2, 3에서 가능도 방정식 “충분통계량의 평균 =모형의 평균”으로 ̂𝜃를

구하라.

A13 오염정규에서평균편차의효율★ 명제 7.1 · 10분

𝑋 ∼ (1 − 𝜀)𝒩(0, 1) + 𝜀𝒩(0, 9), 𝜀 = 0.02에서 𝜇2, 𝜇4, 𝜈1을 구하고, 명제 7.1의 식으로 평균편

차의 상대효율을 소수 셋째 자리까지 구하라.

A14 “0인가아닌가”가담는정보★★ 명제 1.7 · 10분

𝑋 ∼ Poi(𝜆) 하나에서 𝑇 = 1{𝑋 = 0}만 기록한다. (a) 𝑇의 정보 𝐼𝑇(𝜆)를 구하라(답에는 𝜆를

lam으로 쓴다). (b) 𝜆 = 2에서 𝐼𝑇/𝐼𝑋 를 구하라.
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수리통계학 11회 · 워크북 B 빈칸증명

B
빈칸증명

노트의 단계형 증명을 책을 덮고 다시 쓴다. 같은 정리를 여러 번 만나며 도움이 줄어든다. 1

단계는 주어지고 근거만 빈칸이다. 2 단계의 이름만 주어진다. 3 전략만 주어진다. 근거에는

정의나 정리의 번호, 앞 회차의 정리, 도구 번호를 쓴다.

B1 인수분해정리, 근거채우기★★ 1 · 정리 1.3 · 20분

이산 표본에서 𝑇가 충분통계량일 필요충분조건은 𝑓(𝐱; 𝜃) = 𝑔(𝑇(𝐱); 𝜃)ℎ(𝐱)인 것이다. 각

단계의 근거를 써라.

(⇒)

1 𝑡 = 𝑇(𝐱)이면 {𝐗 = 𝐱} ⊂ {𝑇 = 𝑡}이다. 왜?

2 𝑃𝜃(𝑇 = 𝑡) > 0이면 𝑓(𝐱; 𝜃) = 𝑃𝜃(𝑇 = 𝑡) 𝑃𝜃(𝐗 = 𝐱 ∣ 𝑇 = 𝑡)이다.

왜?

3 둘째 인수 ℎ(𝐱) = 𝑃(𝐗 = 𝐱 ∣ 𝑇 = 𝑇(𝐱))는 𝜃에 의존하지 않는다.

왜?

4 𝑔(𝑡; 𝜃) = 𝑃𝜃(𝑇 = 𝑡)로 두면 𝑓(𝐱; 𝜃) = 𝑔(𝑇(𝐱); 𝜃) ℎ(𝐱)이다. 왜?

(⇐)

1 𝑇(𝐱) = 𝑡, 𝑃𝜃(𝑇 = 𝑡) > 0이면 𝑃𝜃(𝑇 = 𝑡) = 𝑔(𝑡; 𝜃)∑𝐲∶𝑇(𝐲)=𝑡 ℎ(𝐲)이다.

왜?

2 𝑃𝜃(𝐗 = 𝐱 ∣ 𝑇 = 𝑡) = 𝑔(𝑡; 𝜃)ℎ(𝐱)
𝑔(𝑡; 𝜃)∑𝐲 ℎ(𝐲)

= ℎ(𝐱)
∑𝐲∶𝑇(𝐲)=𝑡 ℎ(𝐲)

이다.

왜?

3 오른쪽에 𝜃가 없으므로 𝑇는 충분하다. 왜?
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수리통계학 11회 · 워크북 B 빈칸증명

B2 Rao–Blackwell, 근거채우기★★ 1 · 정리 2.1 · 15분

𝑊가 𝜏(𝜃)의 불편추정량이고 Var𝜃𝑊 < ∞, 𝑇가 충분통계량이면 𝜑(𝑇) = 𝐸(𝑊 ∣ 𝑇)는 통계

량이고 불편이며 Var 𝜑(𝑇) ≤ Var𝑊이다. 근거를 채워라.

1 𝑇 = 𝑡가 주어질 때 𝐗의 조건부분포는 𝜃에 의존하지 않는다.

왜?

2 𝜑(𝑡) = 𝐸(𝑤(𝐗) ∣ 𝑇 = 𝑡)는 𝜃 없이 계산된다. 왜?

3 𝐸𝜃𝜑(𝑇) = 𝐸𝜃𝑊 = 𝜏(𝜃)이다. 왜?

4 Var𝜃𝑊 = Var𝜃 𝜑(𝑇) + 𝐸𝜃 Var(𝑊 ∣ 𝑇)이다. 왜?

5 Var𝜃 𝜑(𝑇) ≤ Var𝜃𝑊이다. 왜?

6 등호이면 𝐸𝜃(𝑊 −𝜑(𝑇))2 = 0, 곧𝑊 = 𝜑(𝑇) (확률 1)이다. 왜?

B3 Basu의정리, 근거채우기★★ 1 · 정리 5.2 · 15분

𝑇가 완비충분통계량이고 𝑉가 보조통계량이면 𝑇 ⟂ 𝑉이다. 근거를 채워라.

1 𝑝𝐵 = 𝑃𝜃(𝑉 ∈ 𝐵)는 𝜃에 의존하지 않는다. 왜?

2 𝜂(𝑇) = 𝑃(𝑉 ∈ 𝐵 ∣ 𝑇)는 𝜃를 포함하지 않는 𝑇의 함수다. 왜?

3 모든 𝜃에서 𝐸𝜃[𝜂(𝑇) − 𝑝𝐵] = 0이다. 왜?

4 모든 𝜃에서 𝜂(𝑇) = 𝑝𝐵 (확률 1)이다. 왜?

5 𝑃𝜃(𝑇 ∈ 𝐶, 𝑉 ∈ 𝐵) = 𝐸𝜃[1{𝑇 ∈ 𝐶}𝜂(𝑇)] = 𝑝𝐵𝑃𝜃(𝑇 ∈ 𝐶)이다.

왜?

B4 인수분해정리, 단계의이름만★★ 2 · 정리 1.3 · 25분

이산 표본에서 정리 1.3의 두 방향을 증명하라. 단계의 이름만 주어진다. 각 단계 아래에 식과

근거를 써라.

1 (⇒) {𝐗 = 𝐱}와 {𝑇 = 𝑡}의관계
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수리통계학 11회 · 워크북 B 빈칸증명

2 결합확률을곱셈법칙으로쪼갠다

3 충분성으로 ℎ를정하고 𝑔를정한다

4 (⇐) 𝑃𝜃(𝑇 = 𝑡)를 𝑔와 ℎ로쓴다

5 조건부확률을계산하고 𝑔를약분한다

6 𝑃𝜃(𝑇 = 𝑡) = 0인경우를처리한다

B5 Rao–Blackwell, 단계의이름만★★ 2 · 정리 2.1 · 25분

정리 2.1의 (a)–(c)를 증명하라.

1 (a) 충분성으로 𝜑가통계량임을보인다

2 (b) 반복기댓값으로불편성을보인다

8



수리통계학 11회 · 워크북 B 빈칸증명

3 (c) 전분산공식을쓴다

4 조건부분산이음이아님을쓴다

5 등호조건을분석한다

B6 인수분해정리, 전략만★★ 3 · 정리 1.3 · 30분

이산 표본에서 정리 1.3을 증명하라.

전략 (⇒)는 결합확률을 “𝑇의 확률 × 𝑇가 주어진 조건부확률”로 쪼갠다. (⇐)는 조건부확률

을 계산해 𝑔를 약분한다.
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수리통계학 11회 · 워크북 B 빈칸증명

B7 Basu의 정리, 전략만★★ 3 · 정리 5.2 · 30분

정리 5.2를 증명하라.

전략 사건 {𝑉 ∈ 𝐵}의 조건부확률 𝜂(𝑇)를 만든다. 그 평균이 모든 𝜃에서 같은 상수이므로

완비성으로 𝜂(𝑇) 자체가 그 상수다.
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수리통계학 11회 · 워크북 C 증명문제

C
증명문제

노트의 정리를 변형하고, 일반화하고, 반례로 경계를 확인한다. 증명은 노트의 단계형 모양으로

쓴다. 한 줄에 한 단계, 줄마다 근거.

C1 충분하지않은통계량에조건을걸면★ [T2] · 정리 2.1 · 15분

𝑋1, 𝑋2
iid∼ 𝒩(𝜃, 1)이고 𝑊 = ̄𝑋이다.

(a) 𝑇 = 𝑋1이 𝜃의 충분통계량이 아님을 𝑋2의 조건부분포로 보여라.

(b) 𝐸(𝑊 ∣ 𝑋1)을 구하고, 그것이 추정량이 아닌 이유를 말하라.

(c) Var 𝐸(𝑊 ∣ 𝑋1) < Var𝑊임을 확인하라. 정리 2.1의 어느 부분이 성립하고 어느 부분이

깨지는가?

11



수리통계학 11회 · 워크북 C 증명문제

C2 굽은정규족★★ [T2] · 정리 1.6, 4.5 · 20분

𝑋1,… , 𝑋𝑛
iid∼ 𝒩(𝜃, 𝜃2), 𝜃 > 0, 𝑛 ≥ 2이다.

(a) (∑𝑋𝑖, ∑𝑋2
𝑖 )가 최소충분통계량임을 정리 1.6으로 보여라. 모수는 하나인데 통계량은 2

차원이다.

(b) 𝐸 ̄𝑋2과 𝐸𝑆2을 구하고, 모든 𝜃에서 평균이 0이지만 0이 아닌 함수 𝑔( ̄𝑋, 𝑆2)을 찾아 이

통계량이 완비가 아님을 보여라.

(c) 정리 4.5가 여기에 쓰이지 않는 이유를 자연모수의 모양으로 설명하라.

C3 이동한지수분포의 UMVUE★★ [T6] · 정리 1.3, 3.3 · 20분

𝑋1,… , 𝑋𝑛
iid∼ 𝑓(𝑥; 𝜃) = 𝑒−(𝑥−𝜃) (𝑥 > 𝜃)이다.

(a) 𝑋(1)이 충분통계량임을 인수분해 정리로 보여라.

(b) 𝑃(𝑋(1) − 𝜃 > 𝑢) = 𝑒−𝑛𝑢 (𝑢 > 0)임을 보여라.

(c) 𝑋(1)이 완비임을 보여라.

(d) 𝜃의 UMVUE를 구하고, 𝑛 = 5, 𝑋(1) = 2.3일 때 그 값을 구하라.

12



수리통계학 11회 · 워크북 C 증명문제

C4 치우친추정량의 Rao–Blackwell화 ★ 정리 2.1 · 15분

𝑊가 𝜏(𝜃)의 추정량이고(불편일 필요는 없다) Var𝜃𝑊 < ∞, 𝑇가 충분통계량이다. 𝜑(𝑇) =
𝐸(𝑊 ∣ 𝑇)이면 모든 𝜃에서

𝐸𝜃(𝜑(𝑇) − 𝜏(𝜃))2 ≤ 𝐸𝜃(𝑊 − 𝜏(𝜃))2

임을 보여라. 평균제곱오차를 분산과 치우침으로 나누어 설명하라.
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수리통계학 11회 · 워크북 C 증명문제

C5 정규표본의범위★★ 정리 5.2 · 20분

𝑋1,… , 𝑋𝑛
iid∼ 𝒩(𝜇, 𝜎2)이고 𝑅 = 𝑋(𝑛) − 𝑋(1)은 범위다.

(a) 𝜎를 고정하고 ̄𝑋 ⟂ 𝑅임을 보여라.

(b) 두 모수가 모두 미지일 때 𝑅/𝑆가 ( ̄𝑋, 𝑆)와 독립임을 보이고, 𝐸(𝑅/𝑆) = 𝐸𝑅/𝐸𝑆를 얻어라.

(c) 𝑅과 𝑆는 독립이 아니다. Cov(𝑅, 𝑆) = 𝐸(𝑅/𝑆) Var 𝑆 > 0을 보여라.

C6 충분통계량의함수★★ [T2] · 정리 1.3 · 15분

(a) 𝑇가 충분하고 어떤 통계량 𝑈와 함수 𝑟로 𝑇 = 𝑟(𝑈)이면 𝑈도 충분함을 보여라.

(b) 충분통계량의 일대일 함수는 충분함을 보여라.

(c) 반례: 𝑋𝑖
iid∼ 𝒩(𝜇, 𝜎2)에서 두 모수가 모두 미지이면 ̄𝑋 하나는 충분하지 않음을Var(𝑋1 ∣ ̄𝑋)

로 보여라.
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수리통계학 11회 · 워크북 C 증명문제

C7 평균모수와 Cramér–Rao 한계★★ 정리 4.3, 4.6 · 20분

1-모수 지수족 𝑓(𝑥; 𝜂) = ℎ(𝑥) exp(𝜂𝑇(𝑥) − 𝐴(𝜂))에서 Var𝜂 𝑇 > 0이고, 평균모수를 𝜇 = 𝐴′(𝜂)
라 하자.

(a) 𝜇가 𝜂의 순증가함수임을 보여라.

(b) 𝜇에 대한 한 관측의 정보가 𝐼(𝜇) = 1/Var 𝑇임을 보여라.

(c) ̄𝑇 = 1
𝑛
∑𝑇(𝑋𝑖)가 𝜇의 불편추정량이고 분산이 Cramér–Rao한계와 같음을 보여라. 정리

4.6과 어떻게 맞는가?

C8 UMVUE는 0의불편추정량과상관이없다★★★ [T4] · 정리 3.3 · 20분

𝑊는 𝜏(𝜃)의 불편추정량이고 분산이 유한하다. 𝒰를 0의 불편추정량(𝐸𝜃𝑈 = 0, 모든 𝜃) 가운

데 분산이 유한한 것의 모임이라 하자.

(a) 𝑊가 UMVUE이면 모든 𝑈 ∈ 𝒰와 𝜃에서 Cov𝜃(𝑊,𝑈) = 0임을 보여라.

(b) 거꾸로 모든 𝑈 ∈ 𝒰와 𝜃에서 Cov𝜃(𝑊,𝑈) = 0이면 𝑊가 UMVUE임을 보여라.

(c) 완비충분통계량 𝑇가 있으면𝒰에서 𝑇의 함수는 0뿐이다. 이것과 (b)가 Lehmann–Scheffé
정리와 어떻게 이어지는지 말하라.
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수리통계학 11회 · 워크북 C 증명문제

C9 정보를보존하면충분하다★★★ [T6] · 명제 1.7 · 25분

이산 표본이고 9회의 정칙조건이 성립하며, 모수공간 Ω는 구간이다. 모든 𝜃에서 𝐼𝑇(𝜃) =
𝐼𝐗(𝜃) < ∞이면 𝑇가 충분함을 보여라. (명제 1.7의 역)
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수리통계학 11회 · 워크북 D 퀄형

D
퀄형

여러 절의 도구를 잇는 종합 문제다. 머리의 제한 시간을 재고, 노트를 덮고 푼다. UMVUE를

구하는 문제는 “완비충분통계량 찾기 → 불편추정량 하나 → 조건부기댓값”의 순서를 답안에

드러낸다.

D1 지수분포의생존확률★★★ 정리 3.3, 5.2, 4회 정리 4.2 · 제한 40분

𝑋1,… , 𝑋𝑛
iid∼ Exp(평균 𝜃), 𝑛 ≥ 2이고 𝑐 > 0은 알려진 상수다. 𝜏(𝜃) = 𝑃𝜃(𝑋1 > 𝑐) = 𝑒−𝑐/𝜃의

UMVUE를 구한다. 𝑆 = ∑𝑋𝑖이다.

(a) 𝑆가 완비충분통계량임을 보여라.

(b) 𝑋1/𝑆 ∼ 베타(1, 𝑛 − 1)이고 𝑋1/𝑆가 𝑆와 독립임을 보여라.

(c) 𝑃(𝑋1 > 𝑐 ∣ 𝑆 = 𝑠) = (1 − 𝑐/𝑠)𝑛−1 (𝑠 > 𝑐), 0 (𝑠 ≤ 𝑐)임을 보이고 UMVUE를 적어라.

(d) 𝑛 = 5, ∑𝑥𝑖 = 10, 𝑐 = 1이면 UMVUE의 값은 얼마인가? MLE 𝑒−𝑐/𝑥̄와 비교하라.
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수리통계학 11회 · 워크북 D 퀄형

D2 Poisson에서 “정확히한번”의확률★★★ 정리 2.1, 3.3, 4.5 · 제한 30분

𝑋1,… , 𝑋𝑛
iid∼ Poi(𝜆)이고 𝜏(𝜆) = 𝑃(𝑋 = 1) = 𝜆𝑒−𝜆이다. 𝑇 = ∑𝑋𝑖이다.

(a) 𝜏의 불편추정량을 하나 찾아라.

(b) (a)에 𝑇로 조건을 걸어 UMVUE 𝜑(𝑇)를 구하라(답의 변수는 𝑡와 𝑛).
(c) 𝜑가 UMVUE인 근거를 정리 번호로 적어라.

(d) 𝑛 = 10, 𝑇 = 7이면 UMVUE의 값은 얼마인가?

(e) 같은 자료에서 MLE 𝜏( ̄𝑥)의 값을 구하고 비교하라.
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수리통계학 11회 · 워크북 D 퀄형

D3 정규분포의 𝜎와 𝜇2★★★ 정리 3.3, 4.5, 6회 정리 2.2 · 제한 35분

𝑋1,… , 𝑋𝑛
iid∼ 𝒩(𝜇, 𝜎2), 𝑛 ≥ 2이다.

(a) 𝐸𝑆 = 𝜎√
2

𝑛−1
Γ(𝑛/2)

Γ((𝑛 − 1)/2)임을 보여라.

(b) 𝜎의 UMVUE가 𝑐𝑛𝑆, 𝑐𝑛 = √
𝑛−1
2

Γ((𝑛 − 1)/2)
Γ(𝑛/2) 임을 보여라.

(c) 𝑐5를 닫힌 꼴과 소수로 구하라.

(d) 𝜇2의 UMVUE를 구하고, 𝑛 = 5, ̄𝑥 = 3, 𝑠2 = 2일 때 값을 구하라.

(e) (d)의 UMVUE가 음수가 될 수 있는가? 7절의 터무니없는 UMVUE와 비교하라.
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수리통계학 11회 · 워크북 D 퀄형

D4 균등분포의분포함수값★★★ 정리 2.1, 3.3 · 제한 35분

𝑋1,… , 𝑋𝑛
iid∼ U(0, 𝜃)이고 𝑐 > 0은 알려진 상수다. 𝜏(𝜃) = 𝑃𝜃(𝑋1 ≤ 𝑐) = min(𝑐/𝜃, 1)의

UMVUE를 구한다. 𝑀 = 𝑋(𝑛)이다.

(a) 𝑀 = 𝑚이 주어지면 확률
1
𝑛
로 𝑋1 = 𝑚이고, 나머지 확률로 𝑋1 ∼ U(0,𝑚)임을 설명하라.

(b) 𝜑(𝑚) = 𝐸[1{𝑋1 ≤ 𝑐} || 𝑀 = 𝑚]을 구하라.

(c) 𝜑(𝑀)이 UMVUE인 근거를 적어라.

(d) 𝑛 = 4, 𝑀 = 5, 𝑐 = 2이면 UMVUE의 값은 얼마인가?
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수리통계학 11회 · 워크북 힌트와최종답

힌트와최종답

막히면 먼저 힌트를 보고, 다 푼 뒤에 최종답과 맞춰 본다. 그래도 어긋나면 풀이판을 본다. 최종

답은 노트북의 check()로도 확인할 수 있다.

A1 힌트 (a) 분자는 𝑝3(1 − 𝑝)2, 분모는 𝑇 ∼ b(5, 𝑝)의 확률이다. (b) 분모는 𝑇 ∼ Poi(3𝜆)의
확률이다(4회 정리 2.4).

답 (a) 1
10

(b) 4
27

A2 힌트 𝑇 = 𝑡가 주어지면 𝑋1 ∼ b(𝑡, 1
𝑛
)이다(노트 연습 1.1). 𝑇 = ∑𝑋𝑖는 완비충분이다(정리

4.5).

답 (a) ( 3
4
)6 = 729

4096
≈ 0.178 (b) 1215

4096
≈ 0.297

A3 힌트 𝑇 = 𝑡가 주어지면 성공 𝑡개의 자리는 모든 배치가 같은 확률이다. 𝑋1𝑋2와 𝑋1(1 − 𝑋2)
에 조건을 건다.

답 (a) 2
15

(b) 4
15

A4 힌트 𝑋(𝑛)의 밀도는 𝑛𝑡𝑛−1/𝜃𝑛이고 완비충분이다. 𝐸 𝑋−1
(𝑛)을 적분으로 구한다. 𝑛 ≥ 2가 필요

하다.

답 (a) 3.875 (b) 15
62
≈ 0.242

A5 힌트 UMVUE는
𝑘+1
𝑘
𝑀 − 1이다. 예제 2.3의 조건부 평균의 계산을 떠올린다.

답 (a) 74 (b) 79.5

A6 힌트 𝑒𝐴(𝜂) = ∑𝑥≥1 𝑒𝜂𝑥이다(ℎ = 1이므로). 기하급수 [T5]. 𝑒𝜂 = 1 − 𝑝로 되돌린다.

답 (a) 𝐴(𝜂) = 𝜂 − log(1 − 𝑒𝜂) (b) 4 (c) 12

A7 힌트 (a)는 𝐴″(𝜂)이다. (b)는 9회의 Bernoulli정보
1

𝑝(1−𝑝)
이다. 변환 규칙은 𝐼(𝑝) = 𝐼(𝜂)(𝑑𝜂

𝑑𝑝
)2

이다.

답 (a) 0.16 (b) 6.25

A8 힌트 ∑𝑋𝑖는 완비충분이고 𝑋(4)/∑𝑋𝑖는 척도를 바꿔도 같다. Basu로 둘은 독립이다. 𝑋(4) =
𝑋(4)

∑𝑋𝑖
⋅ ∑𝑋𝑖의 기댓값을 쓴다.

답 25
48
≈ 0.521
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수리통계학 11회 · 워크북 힌트와최종답

A9 힌트 예제 5.5(b)와 같다. 𝑋(5)는 완비충분, 𝑋(2)/𝑋(5)는 보조다.

답 2
5

A10 힌트 𝐸(1− 1
𝑛
)2𝑇은 𝑠 = (1− 1

𝑛
)2에서의 확률생성함수다. Poisson한 관측의 정보는 1/𝜆이다.

답 (a) 𝑒−2(𝑒0.1 − 1) ≈ 0.01423 (b) 𝑒−2

10
≈ 0.01353 (c) 10(𝑒0.1 − 1) ≈ 1.0517

A11 힌트 𝑔(0)(1 − 𝑝)2 + 2𝑔(1)𝑝(1 − 𝑝) + 𝑔(2)𝑝2 = 0을 두 𝑝에 대해 쓰면 미지수 세 개에 식 두

개다. 두 식을 빼 본다.

답 (a) 𝑔(1) = − 5
3

(b) 𝑔(2) = 1

A12 힌트 𝜂 = − 1
2𝜃

로 두면 𝑓 = 𝑥 exp(𝜂𝑥2 + log(−2𝜂))이다.

답 ̂𝜃 = 9
4

A13 힌트 𝜇2 = 1 + 8𝜀, 𝜇4 = 3(1 + 80𝜀), 𝜈1 = √2/𝜋(1 + 2𝜀). 효율은
1
4
(𝜇4/𝜇22 − 1)을 𝜇2/𝜈21 − 1로

나눈 것이다.

답 ≈ 1.751

A14 힌트 𝑇 ∼ Bernoulli(𝑞(𝜆)), 𝑞 = 𝑒−𝜆이다. Bernoulli정보의 변환 규칙 𝐼𝑇 =
𝑞′(𝜆)2

𝑞(1−𝑞)
. 𝐼𝑋 = 1/𝜆.

답 (a) 𝐼𝑇(𝜆) =
1

𝑒𝜆−1
(b) 2

𝑒2−1
≈ 0.313

B1 힌트 근거는 짧게 쓴다. 예: “1회 정리 5.3”, “정의 1.1”. (⇐)의 첫 단계는 {𝑇 = 𝑡}를 서로소인

사건 {𝐗 = 𝐲}로 쪼갠 것이다.

B2 힌트 충분성은 한 단계에서만 쓰인다. 어느 단계인지 먼저 찾는다.

B3 힌트 완비성은 “모든 𝜃에서 평균이 0인 𝑇의 함수는 0”이다. 그 함수가 무엇인지 찾는다.

B4 힌트 B1을 다시 보지 말고 쓴다. 약분의 조건 𝑔(𝑡; 𝜃) > 0이 어디서 오는지 밝힌다.

B5 힌트 등호 조건에서는 𝐸 Var(𝑊 ∣ 𝑇) = 𝐸(𝑊 − 𝜑(𝑇))2을 반복기댓값으로 보인다.

B6 힌트 단계는 일곱이다. 다 쓴 뒤 𝑃𝜃(𝑇 = 𝑡) = 0인 경우를 따로 처리했는지 확인한다.

B7 힌트 다 쓴 뒤, 보조성·충분성·완비성이 각각 어느 단계에서 쓰였는지 표시한다. 셋 가운데

하나라도 빠지면 어느 단계가 무너지는가?

C1 힌트 𝑋1과 𝑋2는 독립이므로 𝑋2 ∣ 𝑋1 = 𝑥1 ∼ 𝒩(𝜃, 1)이다.

C2 힌트 (a) 로그 가능도비는 − 1
2𝜃2

(∑𝑥2𝑖 −∑𝑦2𝑖 ) +
1
𝜃
(∑𝑥𝑖 −∑𝑦𝑖)이다. 1/𝜃와 1/𝜃2은 일차종
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속이 아니다. (b) 𝐸 ̄𝑋2 = 𝜃2 + 𝜃2/𝑛.

C3 힌트 (a) 𝑓 = 𝑒𝑛𝜃−∑𝑥𝑖1{𝑥(1) > 𝜃}. (c) ∫∞
𝜃 𝑔(𝑡)𝑒−𝑛𝑡𝑑𝑡 = 0이 모든 𝜃에서 성립하면 𝜃로 미분

한다(미적분의 기본정리).

답 (d) 2.1

C4 힌트 𝐸𝜃𝜑(𝑇) = 𝐸𝜃𝑊이므로 두 추정량의 치우침은 같다. 평균제곱오차 = 분산 + 치우침2.

C5 힌트 (a) 𝑅은 𝑋𝑖 − 𝜇들만의 함수다. (b) ( ̄𝑋, 𝑆)는 완비충분(정리 4.5), 𝑅/𝑆는 위치와 척도를

바꿔도 같다. (c) 𝑅𝑆 = (𝑅/𝑆)𝑆2에 (b)를 쓴다.

C6 힌트 (a) 인수분해 𝑓 = 𝑔(𝑇; 𝜃)ℎ = 𝑔(𝑟(𝑈); 𝜃)ℎ. (c) (𝑋1, ̄𝑋)는 결합정규이고 Var(𝑋1 ∣ ̄𝑋) =
𝜎2 𝑛−1

𝑛
이다(5회 정리 C).

C7 힌트 (a) 𝑑𝜇
𝑑𝜂

= 𝐴″(𝜂) = Var 𝑇. (b) 변환 규칙 𝐼(𝜇) = 𝐼(𝜂)( 𝑑𝜂
𝑑𝜇
)2.

C8 힌트 (a) 𝑊𝑎 = 𝑊 + 𝑎𝑈도 불편이다. Var𝑊𝑎는 𝑎의 이차식이다. Cov ≠ 0인 𝜃0에서 𝑎 =
−Cov /Var𝑈로 두어 귀류 [T2]. (b) 다른 불편추정량 𝑊 ′에 𝑈 = 𝑊 ′ −𝑊 .

C9 힌트 연습 1.6의 (b)에서 등호이면 𝐸 Var(𝑠𝐗 ∣ 𝑇) = 0이다. 그러면 𝑠𝐗(𝐱; 𝜃) = 𝑠𝑇(𝑇(𝐱); 𝜃)
이고, 이것은 𝜕𝜃 log 𝑃𝜃(𝐗 = 𝐱 ∣ 𝑇 = 𝑇(𝐱)) = 0이라는 뜻이다.

D1 힌트 (b)𝑋1은감마(1, 𝜃),∑𝑖≥2 𝑋𝑖는감마(𝑛−1, 𝜃)이고독립이다. 4회의베타–감마관계.독립

은 Basu로도 나온다(𝑋1/𝑆는 척도에 불변). (c) 베타(1, 𝑛−1)의 꼬리는 𝑃(𝐵 > 𝑢) = (1−𝑢)𝑛−1.

답 (c) (1 − 𝑐/𝑆)𝑛−1 (𝑆 > 𝑐) (d) 0.94 = 0.6561

D2 힌트 𝑊 = 1{𝑋1 = 1}. 𝑇 = 𝑡가 주어지면 𝑋1 ∼ b(𝑡, 1
𝑛
)이다.

답 (b) 𝑇
𝑛
(1 − 1

𝑛
)𝑇−1 (d) 0.7 ⋅ 0.96 ≈ 0.3720 (e) 0.7𝑒−0.7 ≈ 0.3476

D3 힌트 (a) (𝑛 − 1)𝑆2/𝜎2 ∼ 𝜒2(𝑛 − 1)이므로 𝐸√𝑉 , 𝑉 ∼ 𝜒2(𝑘)를 감마 적분으로 구한다. (d)
𝐸 ̄𝑋2 = 𝜇2 + 𝜎2/𝑛.

답 (c) 𝑐5 =
4√2
3√𝜋

≈ 1.0638 (d) 8.6

D4 힌트 (a) 대칭으로 최댓값이 𝑋1일 확률은
1
𝑛
이고, 최댓값이 아닌 관측은 (0,𝑚)에서 균등하다

(8회의 순서통계량). (b) 𝑚 ≤ 𝑐와 𝑚 > 𝑐를 나눈다.

답 (d) 3
10
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