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이노트를쓰는법

이 노트는 다른 책 없이 읽도록 썼다. 쓰이는 정의와 정리는 모두 이 노트나 앞 회차의 노트에서

증명한다. 이 과정의 범위를 넘어 증명하지 않는 사실은 증명없이쓰는사실상자에 따로 밝힌다.

각 절은 역사 → 정의 · 정리 → 증명 → 그림 → 연습문제 순서다. 핵심 정리의 증명은 번호 붙은

단계 1 2 3 으로 쓰고, 단계마다 오른쪽 끝에 근거(앞 정리의 번호나 앞 회차의 정리)를 단다.

읽을 때는 근거를 가리고 “왜 이 단계가 성립하는가”를 먼저 말해 본다. 미분과 적분의 순서를

바꾸거나 전개의 나머지를 버리는 곳에는 조건확인단락이 있다. 나머지 정리는증명전략만 적고,

증명을 소문항으로 나눈 유도형연습으로 돌린다. 이 연습은 건너뛰지 않고 손으로 쓴다.

근거에 붙은 [T1]–[T8]은 별책 증명 도구 상자의 도구 번호다. 이 회차에서는 [T1] 지시함수, [T4]

완전제곱, [T6]미분과 적분의 교환, [T8] Taylor전개를 쓴다.

연습문제는 소절 끝에 모여 있다. 난이도는★계산·확인,★★증명·응용,★★★도전이다. 모든

문제의 풀이가 부록 A에 있고, 문제 끝의풀이○○쪽을 누르면 그 쪽으로 간다. 손으로 푸는 문제는

따로 워크북(계산 드릴, 빈칸 증명, 증명 문제, 퀄형)에 모았다.

상자의뜻

정의 대상을 처음 정하는 문장. 왼쪽 선이 보라다.

정리 증명할 주장(정리·보조정리·따름정리·명제). 왼쪽 선이 빨강이다.

예제 숫자를 넣어 끝까지 계산해 보는 곳. 왼쪽 선이 파랑이다.

가정주의 빼면 정리가 무너지는 가정. 왼쪽 선이 주황이다.

증명없이쓰는사실 (예) 이 과정에서 증명하지 않고 쓰는 결과. 무엇이 참인지, 왜 그럴듯한

지, 어디서 증명되는지를 밝힌다.

역사 그 개념이 태어난 사람과 문제. 회색 선 옆의 작은 글씨다.

연습 소절 끝의 연습문제. 가는 청록 선이고, 끝에 풀이가 있는 쪽 번호가 붙는다.

색의 뜻 수식과 그림에서 보라는 모수, 청록은 데이터·확률변수, 파랑은 통계량, 빨강은 핵심

결론이다. 노트북과 같은 색이다.
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0
들어가며

여는질문. 나폴리 만의 게 1,000마리를 쟀더니 이마 폭의 분포가 한쪽으로 기울어 있다. 두

무리가 섞여 있는 것은 아닐까? 그런데 어느 게가 어느 무리인지는 아무도 모른다. 이름표가

없는 자료에서 두 무리의 평균과 비율을 추정할 수 있는가?

4회 5.3절에서 이 질문을 남겨 두었다. 동물학자 Weldon은 나폴리 만의 게 1,000마리에서 “이마”

의 폭과 몸길이의 비를 쟀다. 분포의 왜도는 −0.50으로 정규에서 뚜렷이 벗어나 있었다. 그는

진화가 일어나는 중이라면, 곧 한 종이 두 무리로 갈라지는 중이라면 이런 모양이 나올 것이라

생각했고, Karl Pearson에게 분석을 부탁했다. Pearson(1894)은 두 정규분포의 혼합에 다섯 개의

모수를 놓고, 자료의 처음 다섯 적률을 모형의 적률과 같게 하는 방정식을 9차 방정식 하나로 줄여

손으로 풀었다. 근이 둘 나왔고, 그는 여섯째 적률로 하나를 골랐다.

이 노트는 같은 문제를 다르게 푼다. 각 게가 어느 무리에서 왔는지를 “보이지 않는 자료”로

보면, 보이지 않는 것을 지금의 추정값으로 채우고(E), 채운 자료로 모수를 다시 추정하기(M)를

되풀이할 수 있다. 이 생각은 McKendrick(1926), Hartley(1958), Baum(1970) 등이 여러 번 따로

찾아냈고, Dempster, Laird, Rubin(1977)이 하나의 이론으로 묶어 EM 알고리즘이라 불렀다.

먼저 9회의 이론을 여러 모수로 완성한다. 정보 행렬, 다변량 점근정규성, 귀찮은 모수가 있을

때의 프로파일 가능도를 다룬다(1절). 2절은 불완전 자료의 가능도를 세우고, 3절은 EM이 가

능도를 결코 줄이지 않음을 Gibbs 부등식으로 증명한다. 수렴 속도가 “잃어버린 정보의 비율”

로 정해진다는 것도 3절에서 보인다. 4절은 정규 혼합의 EM을 유도하고, 5절은 Pearson의 게,

Old Faithful 간헐천, The Federalist에 쓴다. 6절은 혼합 가능도가 무한대로 가는 특이점과 성분

수 검정의 어려움을 보고, 7절은 9회의 Neyman–Scott 문제를 EM으로 고친다. 8절에서는 같은

하한이 변분 오토인코더의 ELBO가 되고, 𝑘-평균이 “딱딱한” EM이 됨을 본다.

학습목표

1. 정보 행렬과 다변량 점근정규성을 증명하고, 귀찮은 모수가 분산을 키움을 Schur 보수로 보

인다.

2. 프로파일 가능도를 정의하고, 귀찮은 모수가 있을 때의 Wilks정리를 증명한다.

3. 불완전 자료의 가능도를 세우고, EM의 단조성과 ELBO분해를 Gibbs부등식으로 증명한다.
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4. 잃어버린 정보의 원리(Louis공식)와 EM의 선형 수렴 속도를 유도하고 수치로 확인한다.

5. 정규 혼합의 EM을 유도·구현해 Pearson의 적률법과 비교하고, 특이점과 성분 수 검정의

함정을 본다.

도구 (1–9회)
Jensen · Gibbs (2회) 조건부 정규 (5회) 다변량 CLT · 델타 (7회)

정보의 두 표현 · MLE의 점근정규성 · Wilks (9회)

정보 행렬 (1.2)
𝐼 = Cov 𝐬 = −𝐸∇2 log 𝑓

점근정규성 (1.3)
𝒩𝑝(𝟎, 𝐼−1)

귀찮은 모수 (1.6)
프로파일 Wilks (1.8)

가능도의 분해 (2.4)
ℓ = 𝑄 − 𝐻

점수의 항등식 (2.5)
∇ℓ = 𝐸[∇ log 𝑓 ∣ 𝐲]

정규 혼합의 EM (4.1)
책임과 가중 MLE

단조성 (정리 3.2)
ℓ(𝜃𝑡+1) ≥ ℓ(𝜃𝑡)

ELBO (명제 3.3)
ℓ = ℱ(𝑞, 𝜃) + 𝐷(𝑞‖𝑘)

고정점은 정류점
(따름정리 3.4)

잃어버린 정보 (3.5)
𝐽 = 𝐼𝑐 − 𝐼𝑚 (Louis)

수렴 속도 (3.6)
𝑀 = 𝐼−1𝑐 𝐼𝑚

특이점 · 성분 수
(6절)

게의 프로파일 구간
Neyman–Scott의 고침 (7절)

게 · Old Faithful
may의 Poisson 혼합

VAE의 ELBO
k-평균 = 온도 0의 EM

유전 연관 0.13
게 0.994의 느린 수렴

그림 0.1 이번 회차 정리들의 의존 관계. 화살표는 “증명에 쓰인다”는 뜻이다.

0.1 1–9회에서가져오는것

앞회차 내용

2회 정리 5.9 · 8.3 Jensen부등식, Gibbs부등식 (𝐷(𝑝‖𝑞) ≥ 0, 등호는 𝑝 = 𝑞일 때만)

4회 5.3절 · 7.4절 정규의 혼합(Pearson의 게), 이름표 바꾸기, 두 정규의 혼합이 봉우리 하나일 수

있음(4회 연습 7.3)

7회 정리 5.2 · 5.4 다변량 중심극한정리, 다변량 델타 방법

9회 정리 2.2 · 3.1 · 5.2 정보의 두 표현, MLE의 점근정규성, Wilks정리

9회 예제 7.2 Neyman–Scott:모수가 자료와 함께 늘면 MLE가 일치하지 않는다

0.2 표기

모수는 벡터 𝜽 ∈ Ω ⊂ ℝ𝑝이고, 한 관측의 점수 벡터는 𝐬(𝑥; 𝜽) = ∇𝜽 log 𝑓(𝑥; 𝜽), 로그가능도의

기울기와 헤세 행렬은∇ℓ,∇2ℓ로 쓴다. 2절부터는 관측한 자료 𝐘와 보이지 않는 자료 𝐙를 나누고,

2
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둘을 합친 (𝐘, 𝐙)를 완전 자료라 부른다. 완전 자료의 밀도는 𝑓(𝐲, 𝐳; 𝜽), 관측 자료의 밀도는 𝑔(𝐲; 𝜽),
관측이 주어질 때 숨은 자료의 조건부 밀도는 𝑘(𝐳 ∣ 𝐲; 𝜽)이다.
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1
여러모수의가능도

역사 Pearson의 게는 모수가 다섯 개였다. Fisher(1922)는통계학의수학적기초에서 Pearson의 적률법

이 모수가 여럿일 때 비효율적일 수 있음을 지적하고, 최대가능도로 모든 모수를 한꺼번에 추정하자고

했다. 여러 모수의 정보는 행렬이 되고, 관심 없는 모수(귀찮은 모수, nuisance parameter)를 모르는

대가가 그 행렬의 역행렬에 나타난다. 9회 3절의 상자에서 미뤄 둔 증명을 여기서 한다.

1.1 정보행렬과점근정규성

정의 1.1 (점수 벡터와 정보행렬) 𝜽 ∈ ℝ𝑝일 때 한 관측의 점수 벡터는 𝐬(𝑥; 𝜽) = ∇𝜽 log 𝑓(𝑥; 𝜽)
이고, 정보 행렬은 𝑝 × 𝑝 행렬 𝐼(𝜽) = 𝐸𝜽[𝐬(𝑋; 𝜽) 𝐬(𝑋; 𝜽)′]이다.

정리 1.2 (정보행렬의두표현) 9회 2.1절의 정칙조건을 각 성분에 대해 가정하면 𝐸 𝐬 = 𝟎이고

𝐼(𝜽) = Cov𝜽 𝐬(𝑋; 𝜽) = −𝐸𝜽[∇2
𝜽 log 𝑓(𝑋; 𝜽)].

iid표본 𝑛개의 정보 행렬은 𝑛𝐼(𝜽)이다.

증명. 전략 9회 정리 2.2의 증명을 성분별로 한다. ∫𝑓 𝑑𝑥 = 1을 𝜃𝑗 로 한 번, 다시 𝜃𝑘로 한 번

미분하고 기댓값으로 읽는다 [T6]. 단계별 증명은 연습 1.6(유도형)에서 직접 쓴다. 완성된 증명은

부록 A의 풀이 39쪽에 있다.

𝐼(𝜽)는 공분산 행렬이므로 양의 준정부호다. 이 절에서는 참값에서 양의 정부호라고 가정한다.

그렇지 않으면 어떤 방향 𝐚에서 𝐚′𝐬 = 0이어서, 그 방향으로 모수를 움직여도 자료의 분포가

(국소적으로) 변하지 않는다. 식별가능성이 국소적으로 깨진 것이다.

정리 1.3 (여러 모수의 점근정규성) 정칙조건(각 성분에 대한 9회 (R1)–(R5))과 𝐼(𝜽0) ≻ 0 아

래에서, ̂𝜽𝑛이 가능도 방정식 ∇ℓ(𝜽) = 𝟎의 일치하는 근이면

√𝑛 ( ̂𝜽𝑛 − 𝜽0)
𝐷−→ 𝒩𝑝(𝟎, 𝐼(𝜽0)−1).

증명. 전략 가능도 방정식을 참값 주위에서 전개해 √𝑛 ( ̂𝜽𝑛 − 𝜽0)를 “곡률의 역행렬 ×점수의 합”

으로 쓴다. 점수의 합에는 중심극한정리를, 곡률에는 대수의 법칙을 쓰고 Slutsky로 잇는다. 벡터

함수에는 성분마다 다른 중간점이 필요하므로 평균값 정리 대신 적분형 전개를 쓴다.
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1 𝐝 = ̂𝜽𝑛 − 𝜽0로 두면

𝟎 = ∇ℓ( ̂𝜽𝑛) = ∇ℓ(𝜽0) + 𝐻𝑛𝐝, 𝐻𝑛 = ∫
1

0
∇2ℓ(𝜽0 + 𝑢𝐝) 𝑑𝑢. 미적분의기본정리, 성분마다

2 𝑛−1/2∇ℓ(𝜽0) = 𝑛−1/2∑𝑖 𝐬(𝑋𝑖; 𝜽0)
𝐷−→ 𝒩𝑝(𝟎, 𝐼(𝜽0))이다. 점수는 iid이고 평균 𝟎, 공분산 𝐼(𝜽0)

이다. 정리 1.2, 7회 정리 5.2

3 −𝑛−1∇2ℓ(𝜽0)
𝑃−→ 𝐼(𝜽0)이다. 성분마다 평균이 𝐼𝑗𝑘(𝜽0)인 iid의 평균이다.

정리 1.2, 7회 정리 1.6

4 (R5)의 셋째 미분 상계로, 𝐶가 𝑝에만 의존하는 상수일 때

‖
‖𝑛−1𝐻𝑛 − 𝑛−1∇2ℓ(𝜽0)‖‖ ≤ ( 1

𝑛
∑𝑖𝑀(𝑋𝑖)) ⋅ 𝐶‖𝐝‖

𝑃−→ 0. 𝐝 𝑃−→ 𝟎, 7회 정리 1.6

5 −𝑛−1𝐻𝑛
𝑃−→ 𝐼(𝜽0)이다. 3 4 , 7회 따름정리 1.4

6 확률이 1로 가는 사건 위에서 −𝑛−1𝐻𝑛이 가역이고 (−𝑛−1𝐻𝑛)−1
𝑃−→ 𝐼(𝜽0)−1이다. 행렬의 역은

가역인 점에서 연속이다. 7회 정리 1.3

7 1 을 풀어 2 와 6 을 잇는다.

√𝑛𝐝 = (−𝑛−1𝐻𝑛)
−1𝑛−1/2∇ℓ(𝜽0)

𝐷−→ 𝒩𝑝(𝟎, 𝐼−1𝐼 𝐼−1) = 𝒩𝑝(𝟎, 𝐼−1).
7회 정리 4.2, 5회 정리 3.8

조건확인 (R1)–(R5)는 2 에서 점수의 평균이 𝟎이 되게(적분 기호 아래의 미분 [T6]), 4 에서 참

값의 한 근방에서 |𝜕3 log 𝑓| ≤ 𝑀(𝑥), 𝐸𝑀(𝑋) < ∞가 되게 한다. 일치성 𝐝 𝑃−→ 𝟎은 정리의 가정이다.

𝐼(𝜽0) ≻ 0은 6 의 가역성에 쓰인다.

따름정리 1.4 (신뢰영역과함수) (a) 𝑛( ̂𝜽𝑛−𝜽0)′𝐼( ̂𝜽𝑛)( ̂𝜽𝑛−𝜽0)
𝐷−→ 𝜒2(𝑝)이므로, 이 이차형식이

𝜒2𝑝,𝛼 이하인 𝜽0들이 근사 100(1 − 𝛼)% 신뢰타원체다. (b) 𝑔 ∶ ℝ𝑝 → ℝ가 미분가능하고

∇𝑔(𝜽0) ≠ 𝟎이면 √𝑛(𝑔( ̂𝜽𝑛) − 𝑔(𝜽0))
𝐷−→ 𝒩(0, ∇𝑔′𝐼−1∇𝑔).

증명. 전략 (a)는 극한 분포 𝒩𝑝(𝟎, 𝐼−1)를 𝐼1/2로 표준화해 독립 표준정규의 제곱합으로 바꾸고,

𝐼( ̂𝜽𝑛)을 Slutsky로 바꿔 넣는다. (b)는 다변량 델타 방법이다. 단계별 증명은 연습 1.7(유도형)에서

직접 쓴다. 완성된 증명은 부록 A의 풀이 39쪽에 있다.

1.2 귀찮은모수의대가

모수를 𝜽 = (𝝍, 𝝀)로 나눈다. 𝝍 ∈ ℝ𝑟이 관심 모수, 𝝀가 귀찮은 모수다. 정보 행렬과 그 역행렬도

같은 꼴로 나눠 𝐼 = ( 𝐼𝜓𝜓 𝐼𝜓𝜆
𝐼𝜆𝜓 𝐼𝜆𝜆 ), 𝐼

−1 = ( 𝐼𝜓𝜓 𝐼𝜓𝜆
𝐼𝜆𝜓 𝐼𝜆𝜆 )로 쓴다.
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보조정리 1.5 (블록 역행렬과 Schur 보수) 𝐼 ≻ 0이면 𝐼𝜓𝜓 = (𝐼𝜓𝜓 − 𝐼𝜓𝜆𝐼−1𝜆𝜆 𝐼𝜆𝜓)
−1

이다. 또 모든

𝐮 ∈ ℝ𝑟에 대해

min
𝐯

(
𝐮
𝐯
)
′

𝐼 (
𝐮
𝐯
) = 𝐮′(𝐼𝜓𝜓 − 𝐼𝜓𝜆𝐼−1𝜆𝜆 𝐼𝜆𝜓)𝐮,

최소점은 𝐯 = −𝐼−1𝜆𝜆 𝐼𝜆𝜓𝐮이다.

증명. 전략 이차형식을 𝐯에 대해 완전제곱한다. 남는 항이 Schur보수이고, 블록 역행렬은 곱해서

확인한다.

1 𝐼𝜆𝜆 ≻ 0이므로 가역이다. 𝑆 = 𝐼𝜓𝜓 − 𝐼𝜓𝜆𝐼−1𝜆𝜆 𝐼𝜆𝜓로 둔다. 𝐼 ≻ 0의주대각블록

2 𝐼가 대칭이므로 𝐼𝜓𝜆 = 𝐼′𝜆𝜓이고

(
𝐮
𝐯
)
′

𝐼 (
𝐮
𝐯
) = 𝐮′𝐼𝜓𝜓𝐮 + 2𝐯′𝐼𝜆𝜓𝐮 + 𝐯′𝐼𝜆𝜆𝐯. 블록곱셈

3 𝐰 = 𝐯 + 𝐼−1𝜆𝜆 𝐼𝜆𝜓𝐮로 두면 2 의 오른쪽은 𝐮′𝑆𝐮 +𝐰′𝐼𝜆𝜆𝐰이다. 완전제곱, 전개해확인 [T4]

4 𝐰′𝐼𝜆𝜆𝐰 ≥ 0이고 등호는 𝐰 = 𝟎, 곧 𝐯 = −𝐼−1𝜆𝜆 𝐼𝜆𝜓𝐮일 때뿐이다. 따라서 최솟값은 𝐮′𝑆𝐮
이다. 𝐼𝜆𝜆 ≻ 0

5 𝐮 ≠ 𝟎이면 𝐮′𝑆𝐮는 영이 아닌 벡터에서의 𝐼의 이차형식이므로 양수다. 곧 𝑆 ≻ 0이고 가역

이다. 4 , 𝐼 ≻ 0

6 𝐼( 𝑆−1
−𝐼−1𝜆𝜆 𝐼𝜆𝜓𝑆−1

) = ( 𝟏𝑟𝟎 )이므로 이것이 𝐼−1의 첫 블록 열이고, 𝐼𝜓𝜓 = 𝑆−1이다.

블록곱셈(연습 1.2)

정리 1.6 (귀찮은모수는분산을키운다) 𝐼 ≻ 0이면 𝐼𝜓𝜓 ⪰ 𝐼−1𝜓𝜓이고, 등호는 𝐼𝜓𝜆 = 𝟎일 때뿐이다.

곧 𝝀를 모를 때 ̂𝝍의 점근분산 𝐼𝜓𝜓/𝑛은 𝝀를 알 때의 𝐼−1𝜓𝜓/𝑛보다 작지 않다.

증명. 전략 Schur보수 𝑆가 𝐼𝜓𝜓보다 작음을 보이고, 양의 정부호 행렬에서 역행렬을 취하면 순서

가 뒤집힘을 쓴다.

1 모든 𝐮에서 𝐮′𝐼𝜓𝜆𝐼−1𝜆𝜆 𝐼𝜆𝜓𝐮 = (𝐼𝜆𝜓𝐮)′𝐼−1𝜆𝜆 (𝐼𝜆𝜓𝐮) ≥ 0이다. 𝐼−1𝜆𝜆 ≻ 0

2 따라서 𝑆 = 𝐼𝜓𝜓 − 𝐼𝜓𝜆𝐼−1𝜆𝜆 𝐼𝜆𝜓 ⪯ 𝐼𝜓𝜓이다. 1

3 𝐴 ⪰ 𝐵 ≻ 0이면 𝐴−1 ⪯ 𝐵−1이다. 𝐵−1/2𝐴𝐵−1/2 ⪰ 𝟏의 고유값은 모두 1이상이므로 그 역행렬

𝐵1/2𝐴−1𝐵1/2의 고유값은 모두 1이하이고, 양쪽에 𝐵−1/2를 곱해도 순서가 유지된다.

고유분해, 합동변환

4 𝐼𝜓𝜓 = 𝑆−1 ⪰ 𝐼−1𝜓𝜓이다. 보조정리 1.5, 2 3
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5 등호이면 𝑆 = 𝐼𝜓𝜓이므로 모든 𝐮에서 1 의 값이 0이고, 𝐼−1𝜆𝜆 ≻ 0이므로 𝐼𝜆𝜓𝐮 = 𝟎, 곧 𝐼𝜆𝜓 = 𝟎
이다. 거꾸로 𝐼𝜆𝜓 = 𝟎이면 𝑆 = 𝐼𝜓𝜓이다. 1

𝐼𝜓𝜆 = 𝟎이면 두 모수가 직교한다고 한다. 정규의 (𝜇, 𝜎2)은 직교한다(9회 연습 3.4). 그래서 𝜎2을
몰라도 ̄𝑋의 점근분산은 그대로다. 감마의 (𝛼, 𝛽)는 직교하지 않는다. 𝛼 = 2에서 𝛽를 알면 𝛼̂의

점근분산이 1/𝜓′(2) = 1.55를 𝑛으로 나눈 것이지만, 모르면 6.90/𝑛으로 4.4배가 된다(9회 연습

3.3). 정규 혼합에서는 비율과 평균, 분산이 서로 강하게 얽혀 있어서 이 대가가 아주 크다(5절).

1.3 프로파일가능도

정의 1.7 (프로파일가능도) 𝝍를 고정하고 귀찮은 모수에 대해 최대화한

ℓ𝑝(𝝍) = sup
𝝀
ℓ(𝝍, 𝝀) = ℓ(𝝍, ̂𝝀𝝍)

을 𝝍의 프로파일 로그가능도라 한다. ̂𝝀𝝍는 𝝍를 고정했을 때의 MLE다.

ℓ𝑝의 최대점은 ̂𝝍이다(전체 최대점의 𝝍 성분). 산의 능선을 따라 걸으며 높이를 재는 것과 같다.

정규 혼합처럼 모수가 많은 모형에서 한 모수의 불확실성을 보는 가장 간단한 그림이다.

정리 1.8 (귀찮은 모수가 있을 때의 Wilks 정리) 정리 1.3의 조건과 𝐻0 ∶ 𝝍 = 𝝍0 아래에서,

제약된 MLE ̂𝝀𝝍0 도 일치하면

Λ = 2[ℓ( ̂𝜽𝑛) − ℓ𝑝(𝝍0)]
𝐷−→ 𝜒2(𝑟).

증명. 전략 MLE 주위의 이차 전개로 로그가능도를 이차형식으로 바꾼다. 귀찮은 모수에 대한

최대화는 그 이차형식의 최소화이고, 보조정리 1.5가 답을 준다.

1 ̂𝜽 = ̂𝜽𝑛에서 ∇ℓ = 𝟎이므로, ‖𝜽 − ̂𝜽‖ ≤ 𝐾/√𝑛인 𝜽들 위에서 균등하게

ℓ(𝜽) = ℓ( ̂𝜽) − 𝑛
2
(𝜽 − ̂𝜽)′𝐼(𝜽0)(𝜽 − ̂𝜽) + 𝑜𝑃(1). 적분형 Taylor [T8], 정리 1.3의 3 – 5

2 𝐻0 아래에서 ̂𝝍 − 𝝍0 = 𝑂𝑃(𝑛−1/2)이고, 제약된 최대점 (𝝍0, ̂𝝀𝝍0)도 ̂𝜽에서 𝑂𝑃(𝑛−1/2) 안에

있다. 정리 1.3, 같은 전개

3 따라서 𝝀에 대한 최대화는 1 의 이차형식을 𝐯 = 𝝀− ̂𝝀에 대해 최소화하는 것이다. 𝐮 = 𝝍0− ̂𝝍
로 두면

ℓ𝑝(𝝍0) = ℓ( ̂𝜽) − 𝑛
2
min
𝐯

(
𝐮
𝐯
)
′

𝐼 (
𝐮
𝐯
) + 𝑜𝑃(1). 1 2
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4 최솟값은 𝐮′𝑆𝐮이고 𝑆 = (𝐼𝜓𝜓)−1이다. 보조정리 1.5

5 Λ = 2[ℓ( ̂𝜽) − ℓ𝑝(𝝍0)] = 𝑛( ̂𝝍 − 𝝍0)′𝑆( ̂𝝍 − 𝝍0) + 𝑜𝑃(1)이다. 3 4

6 √𝑛( ̂𝝍 − 𝝍0)
𝐷−→ 𝒩𝑟(𝟎, 𝐼𝜓𝜓)이다. 정리 1.3의 앞 𝑟개성분

7 𝒩𝑟(𝟎, 𝐼𝜓𝜓)를 𝑆1/2로 표준화하면 Λ 𝐷−→ 𝜒2(𝑟)이다. 따름정리 1.4(a)의 논증, 7회 정리 4.2

조건확인 1 의 균등한 전개에는 정리 1.3의 셋째 미분 상계가 참값의 한 근방 전체에서 필요하다.

제약된 MLE의 일치성은 정리의 가정이고, 이것이 2 를 준다.

자유도는 “고정한 모수의 수” 𝑟이다. 귀찮은 모수는 자유도를 쓰지 않는다. 그 대가는 이미

𝑆 = (𝐼𝜓𝜓)−1 ⪯ 𝐼𝜓𝜓, 곧 더 넓은 구간으로 치렀다.

예제 1.9 (정규 평균의 프로파일 가능도는 𝑡 검정이다) 𝑋𝑖
iid∼ 𝒩(𝜇, 𝜎2)에서 𝜇를 고정하면 𝜎̂2𝜇 =

1
𝑛
∑(𝑥𝑖 − 𝜇)2 = 𝜎̂2 + ( ̄𝑥 − 𝜇)2이고 ℓ𝑝(𝜇) = −𝑛

2
log 𝜎̂2𝜇 −

𝑛
2
이다. 따라서

Λ(𝜇0) = 𝑛 log(1 + ( ̄𝑥 − 𝜇0)2
𝜎̂2 ) = 𝑛 log(1 + 𝑡2

𝑛 − 1), 𝑡 = ̄𝑥 − 𝜇0
𝑠/√𝑛

.

Λ는 |𝑡|의 증가함수이므로 가능도비 검정은 6회의 𝑡 검정과 같은 기각역을 갖는다. 다만 임계

값을 𝜒2(1)에서 가져오면 근사, 𝑡(𝑛 − 1)에서 가져오면 정확하다. 9회 예제 6.2의 Michelson
구간이 이 계산이었다.

가정 주의 프로파일 가능도는 진짜 가능도가 아니다. 귀찮은 모수를 그 MLE로 바꿔 넣

었으므로 프로파일 점수
𝑑
𝑑𝜓
ℓ𝑝의 기댓값이 정확히 0이 아니고, 그 치우침은 귀찮은 모수

하나당 𝑂(1)씩 쌓인다. 귀찮은 모수의 수가 고정되어 있으면 √𝑛 척도에서 사라지지만, 9
회의 Neyman–Scott처럼 자료와 함께 늘면 프로파일 가능도의 최대점이 일치하지 않는다. 7
절에서 귀찮은 모수를 “숨은 변수”로 바꿔 이 문제를 푼다.

연습문제

연습 1.1 (정규의 정보 행렬★) 𝒩(𝜇, 𝜎2)을 (𝜇, 𝜎)로 모수화하면 정보 행렬이 diag(1/𝜎2, 2/𝜎2)
임을 보여라. 9회 연습 2.2의 변환 규칙(𝜎2 ↦ 𝜎)과 맞는가? 풀이 38쪽

연습 1.2 (블록 역행렬 ★) 보조정리 1.5의 블록 역행렬 공식을 𝐼 ⋅ 𝐼−1의 첫 블록 열을 곱해

확인하라. 풀이 38쪽

연습 1.3 (변동계수 ★★) 정규 표본에서 변동계수 𝑐 = 𝜎/𝜇의 MLE ̂𝑐 = 𝜎̂/ ̄𝑋의 점근분산이
𝑐2(𝑐2+1/2)

𝑛
임을 따름정리 1.4(b)로 보여라. 풀이 38쪽

8
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연습 1.4 (감마의 프로파일 가능도 ★★) 감마(𝛼, 𝛽)에서 𝛼를 고정한 𝛽의 MLE가 ̄𝑥/𝛼이고,

ℓ𝑝(𝛼) = 𝑛[(𝛼− 1)log 𝑥 − log Γ(𝛼) − 𝛼 log( ̄𝑥/𝛼) − 𝛼]임을 보여라. ℓ′𝑝(𝛼) = 0이 9회 예제 4.4의
방정식 log 𝛼 − 𝜓(𝛼) = log ̄𝑥 − log 𝑥임을 확인하라. 풀이 38쪽

연습 1.5 (두 표본의 평균 차 ★★) 𝑋𝑖
iid∼ 𝒩(𝜇1, 𝜎2) (𝑖 ≤ 𝑚), 𝑌 𝑗

iid∼ 𝒩(𝜇2, 𝜎2) (𝑗 ≤ 𝑛)에서

𝜓 = 𝜇1 −𝜇2의 프로파일 가능도비가 (𝑚+𝑛) log(1+ 𝑡2

𝑚+𝑛−2
)임을 보여라. 𝑡는 합동분산을 쓴

두 표본 𝑡 통계량이다(6회). 풀이 38쪽

연습 1.6 (정보 행렬의두표현증명★ 유도형) 정리 1.2를 다음 순서로 증명하라. 미분과 적분의

순서를 바꾸는 곳마다 9회의 정칙조건 가운데 무엇을 쓰는지 밝혀라.

(a) ∫𝑓(𝑥; 𝜽) 𝑑𝑥 = 1을 𝜃𝑗로 미분해 𝐸𝜽𝑠𝑗 = 0을 보여라.

(b) (a)의 식 ∫ 𝑠𝑗𝑓 𝑑𝑥 = 0을 다시 𝜃𝑘로 미분해 𝐸[𝜕
2 log𝑓
𝜕𝜃𝑗𝜕𝜃𝑘

] + 𝐸[𝑠𝑗𝑠𝑘] = 0을 보여라.

(c) (a)로 𝐸 𝐬𝐬′ = Cov 𝐬임을 보이고 두 표현을 얻어라.

(d) iid 표본의 점수는 ∑𝑖 𝐬(𝑋𝑖; 𝜽)이다. 독립인 벡터의 합의 공분산이 더해짐을 써서 정보

행렬이 𝑛𝐼(𝜽)임을 보여라.

풀이 39쪽

연습 1.7 (신뢰영역과함수의증명★★ 유도형) 따름정리 1.4를 다음 순서로 증명하라. 𝐼 = 𝐼(𝜽0)
로 쓴다.

(a) 𝐖 ∼ 𝒩𝑝(𝟎, 𝐼−1)이면 𝐼1/2𝐖 ∼ 𝒩𝑝(𝟎, 𝟏)이고 𝐖′𝐼𝐖 ∼ 𝜒2(𝑝)임을 보여라(5회 정리 3.8,
정리 3.17).

(b) √𝑛( ̂𝜽𝑛 − 𝜽0)
𝐷−→ 𝐖와 𝐼( ̂𝜽𝑛)

𝑃−→ 𝐼에서 (a)의 이차형식이 𝜒2(𝑝)로 분포수렴함을 보여라.

𝐼(⋅)의 연속성은 어디서 쓰는가?

(c) (b)의 식에서 𝜽0을 미지수로 보고 근사 신뢰타원체를 얻어라.

(d) 7회 정리 5.4(다변량 델타 방법)를 𝑔에 써서 따름정리의 (b)를 보여라. ∇𝑔(𝜽0) ≠ 𝟎은

어디에 필요한가?

풀이 39쪽
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2
보이지않는자료의가능도

역사 “보이지 않는것을채워 넣고 다시추정한다”는 생각은여러번 따로태어났다.McKendrick(1926)
은 전염병 자료에서 관측되지 않은 칸을 채우며 모수를 고쳐 갔고, Healy와 Westmacott(1956)는 실

험 설계에서 빠진 관측값을 같은 방법으로 메웠다. Hartley(1958)는 불완전한 셈 자료의 가능도를

이렇게 최대화했고, Baum과 동료들(1970)은 은닉 Markov 모형에서 같은 반복을 찾아 음성 인식의

바탕을 놓았다. Orchard와Woodbury(1972), Sundberg(1974)는 “잃어버린 정보”의 원리를 정리했다.

Dempster, Laird, Rubin(1977)은 이 모든 것이 하나의 알고리즘임을 보이고 EM이라는 이름을 붙였다.

그들의 첫 예제는 Rao(1965)의 교과서에 나온 유전 연관 자료였다.

2.1 완전자료와관측자료

정의 2.1 (불완전 자료의 가능도) 완전 자료 (𝐘, 𝐙)의 밀도를 𝑓(𝐲, 𝐳; 𝜽)라 하자. 𝐘 = 𝐲만 관측

하면 가능도는 숨은 자료를 적분(이산이면 합)해 없앤

𝐿(𝜽) = 𝑔(𝐲; 𝜽) = ∫𝑓(𝐲, 𝐳; 𝜽) 𝑑𝐳, ℓ(𝜽) = log 𝑔(𝐲; 𝜽)

이다. 관측이 주어질 때 숨은 자료의 조건부 밀도는 𝑘(𝐳 ∣ 𝐲; 𝜽) = 𝑓(𝐲, 𝐳; 𝜽)/𝑔(𝐲; 𝜽)이다.

ℓ𝑐(𝜽) = log 𝑓(𝐲, 𝐳; 𝜽)를 완전 자료 로그가능도라 한다.

어려움은 적분이 로그 안에 있다는 데 있다. 완전 자료가 있으면 ℓ𝑐는 대개 다루기 쉽다(지수족이

면 충분통계량의 함수다). 관측 자료의 ℓ은 합의 로그라서 미분이 얽힌다.

예제 2.2 (숨은 자료의네얼굴)

(a) 혼합분포. 𝑍𝑖 ∈ {1,… , 𝐾}는 관측 𝑌 𝑖가 나온 성분이다. 𝑃(𝑍𝑖 = 𝑘) = 𝜋𝑘, 𝑌 𝑖 ∣ 𝑍𝑖 = 𝑘 ∼
𝑓𝑘(⋅; 𝜽𝑘). 관측 가능도는 ∏𝑖∑𝑘 𝜋𝑘𝑓𝑘(𝑦𝑖; 𝜽𝑘)이고, 이름표를 알면 ℓ𝑐 = ∑𝑖∑𝑘 1{𝑧𝑖 =
𝑘}[log 𝜋𝑘 + log 𝑓𝑘(𝑦𝑖; 𝜽𝑘)]로 성분마다 따로 떨어진다.

(b) 유전 연관. 197마리의 동물이 네 범주에 𝐲 = (125, 18, 20, 34)로 나뉘었고, 범주의 확률은

( 1
2
+ 𝜃

4
, 1−𝜃

4
, 1−𝜃

4
, 𝜃
4
)이다. 첫 범주를 확률

1
2
과

𝜃
4
의 두 칸 (𝑥1, 𝑥2)로 나눴다고 보면 숨은

자료는 𝑥2이고, 완전 자료에서 𝜃는 𝑥2+𝑦4번 성공, 𝑦2+𝑦3번 실패한 이항 모형의 비율이

된다.

(c) 중도절단. 수명 𝑇𝑖를 시각 𝑐까지만 지켜보면 𝑇𝑖 > 𝑐인 개체는 “𝑐보다 길다”는 것만 안다.
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숨은 자료는 절단된 개체의 실제 수명이다.

(d) 임의효과. 𝑋𝑖𝑗 = 𝜇𝑖 + 𝜀𝑖𝑗에서 사람마다의 평균 𝜇𝑖를 관측하지 못하는 확률변수 𝜇𝑖
iid∼

𝒩(𝑚, 𝜏2)로 본다. 9회의 Neyman–Scott 문제를 이렇게 바꾸면 모수의 수가 𝑛과 함께

늘지 않는다(7절).

예제 2.3 (유전 연관자료의MLE) 관측 로그가능도는 ℓ(𝜃) = 125 log(2 + 𝜃) + 38 log(1 − 𝜃) +
34 log 𝜃+상수이고, 가능도 방정식

125
2+𝜃

− 38
1−𝜃

+ 34
𝜃
= 0에 분모를 곱하면 197𝜃2−15𝜃−68 = 0

이 된다(연습 2.1). 양의 근은 ̂𝜃 = 15+√53809
394

= 0.6268이다. 닫힌 꼴이 있으므로 EM이 필요

하지 않지만, 무엇이 일어나는지 숫자로 하나하나 확인할 수 있어서 3절의 시험대로 쓴다.

2.2 가능도의분해

보조정리 2.4 (가능도의 분해) 𝑘(𝐳 ∣ 𝐲; 𝜽) > 0인 모든 𝐳에서 ℓ(𝜽) = log 𝑓(𝐲, 𝐳; 𝜽) − log 𝑘(𝐳 ∣
𝐲; 𝜽)이다. 따라서 임의의 𝜽′에 대해

ℓ(𝜽) = 𝑄(𝜽 ∣ 𝜽′) − 𝐻(𝜽 ∣ 𝜽′),
𝑄(𝜽 ∣ 𝜽′) = 𝐸𝜽′[log 𝑓(𝐲, 𝐙; 𝜽) || 𝐲],

𝐻(𝜽 ∣ 𝜽′) = 𝐸𝜽′[log 𝑘(𝐙 ∣ 𝐲; 𝜽) || 𝐲].

기댓값은 𝐙 ∼ 𝑘(⋅ ∣ 𝐲; 𝜽′)에 대한 것이다.

증명. 첫 등식은 𝑘의 정의 𝑓 = 𝑔 ⋅ 𝑘에 로그를 취한 것이다. 왼쪽은 𝐳에 의존하지 않으므로 양변을

𝑘(𝐳 ∣ 𝐲; 𝜽′)로 평균해도 그대로다.

𝑄는 “지금의 추정값 𝜽′로 숨은 자료를 추측했을 때의 완전 자료 로그가능도의 기댓값”이다. 3
절의 EM은 이 𝑄를 𝜽에 대해 최대화한다. 분해의 쓸모는 다음 두 사실에서 나온다. 𝐻는 𝜽 = 𝜽′

에서 최대이고(Gibbs, 3절), 점수는 완전 자료 점수의 조건부 기댓값이다.

명제 2.5 (점수의 항등식) 적분과 미분의 순서를 바꿀 수 있으면

∇ℓ(𝜽) = 𝐸𝜽[∇𝜽 log 𝑓(𝐲, 𝐙; 𝜽) || 𝐲] = ∇𝜽𝑄(𝜽 ∣ 𝜽′)||𝜽′=𝜽.

증명. 전략 관측 밀도 𝑔를 완전 밀도의 적분으로 쓰고 적분 기호 아래에서 미분한다 [T6]. 그다음

𝑓/𝑔 = 𝑘로 읽으면 조건부 기댓값이 된다. 단계별 증명은 연습 2.6(유도형)에서 직접 쓴다. 완성된

증명은 부록 A의 풀이 40쪽에 있다.

명제는 “보이지 않는 자료의 점수는, 볼 수 있었다면의 점수를 지금 아는 것으로 평균한 것”

이라고 말한다. 혼합분포에서는
𝜕ℓ
𝜕𝜇𝑘

= ∑𝑖 𝑟𝑖𝑘
𝑦𝑖−𝜇𝑘
𝜎2𝑘

이다. 여기서 𝑟𝑖𝑘 = 𝑃(𝑍𝑖 = 𝑘 ∣ 𝑦𝑖)는 관측 𝑖가

11
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성분 𝑘에서 왔을 사후확률이다(연습 2.4). 이름표를 알면 성분 𝑘의 관측들만 더할 것을, 모르니

사후확률로 나눠 더한다.

연습문제

연습 2.1 (유전연관의이차방정식★) 예제 2.3의 가능도 방정식이 197𝜃2−15𝜃−68 = 0이 됨을

보이고 ̂𝜃 = 0.6268을 확인하라. 풀이 39쪽

연습 2.2 (숨은 칸의 조건부분포 ★) 유전 연관 자료에서 𝑥2 ∣ 𝐲 ∼ b(125, 𝜃
2+𝜃

)임을 보이고,

완전 자료의 MLE가
𝑥2+34
𝑥2+72

임을 보여라. 풀이 39쪽

연습 2.3 (중도절단된 지수분포★★) 𝑇𝑖
iid∼ Exp (평균 𝜃)를 시각 𝑐에서 절단해 𝑦𝑖 = min(𝑇𝑖, 𝑐)

와 절단 여부를 본다. 절단되지 않은 개체가 𝑟개이면 관측 가능도가 𝜃−𝑟𝑒−∑𝑦𝑖/𝜃이고 MLE가

∑𝑦𝑖/𝑟임을 보여라. 무기억성(4회)으로 𝑇𝑖 ∣ 𝑇𝑖 > 𝑐의 분포가 𝑐 + Exp(𝜃)임을 쓰라. 풀이 39쪽

연습 2.4 (혼합의 점수 ★★) 정규 혼합에서
𝜕ℓ
𝜕𝜇𝑘

= ∑𝑖 𝑟𝑖𝑘
𝑦𝑖−𝜇𝑘
𝜎2𝑘

를 직접 미분으로 보이고, 명

제 2.5로도 보여라. 풀이 40쪽

연습 2.5 (묶음 자료 ★★) Pearson의 게는 0.004 폭의 칸으로 묶여 있다. 정규 𝒩(𝜇, 𝜎2)에서

칸 (𝑎, 𝑏]에 든 관측의 조건부 평균이 𝜇 + 𝜎 𝜑(𝛼)−𝜑(𝛽)
Φ(𝛽)−Φ(𝛼)

(𝛼 = 𝑎−𝜇
𝜎

, 𝛽 = 𝑏−𝜇
𝜎

)임을 보여라. 묶음

자료의 EM에서 E단계가 계산하는 양이다. 풀이 40쪽

연습 2.6 (점수의 항등식증명★★ 유도형) 명제 2.5를 다음 순서로 증명하라.

(a) 𝑔(𝐲; 𝜽) = ∫𝑓(𝐲, 𝐳; 𝜽) 𝑑𝐳를 적분 기호 아래에서 미분해 ∇𝑔 = ∫(∇ log 𝑓) 𝑓 𝑑𝐳를 보여라.

이 교환에 필요한 조건을 [T6]의 말로 적어라.

(b) ∇ℓ = ∇𝑔/𝑔에 (a)를 넣고 𝑓/𝑔 = 𝑘를 써서 첫 등식을 얻어라.

(c) 𝑄(𝜽 ∣ 𝜽′)에서 가중치 𝑘(⋅ ∣ 𝐲; 𝜽′)는 𝜽에 의존하지 않는다. 이것으로 둘째 등식을 얻어라.

(d) 유전 연관 자료(예제 2.3)의 완전 자료 점수는
𝑥2+34
𝜃

− 38
1−𝜃

이다. 그 조건부 기댓값이 관측

점수
125
2+𝜃

− 38
1−𝜃

+ 34
𝜃

와 같음을 확인하라.

풀이 40쪽
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3
EM알고리즘

3.1 알고리즘과단조성

알고리즘 3.1 (EM (Dempster–Laird–Rubin, 1977)) 시작값 𝜽0에서 𝑡 = 0, 1, 2,… 에 대해 다

음을 되풀이한다.

E 지금의 추정값으로 숨은 자료의 조건부분포 𝑘(⋅ ∣ 𝐲; 𝜽𝑡)를 구하고 𝑄(𝜽 ∣ 𝜽𝑡) =
𝐸𝜽𝑡 [log 𝑓(𝐲, 𝐙; 𝜽) ∣ 𝐲]를 만든다.

M 𝜽𝑡+1 = argmax𝜽 𝑄(𝜽 ∣ 𝜽𝑡).

ℓ(𝜽𝑡+1) − ℓ(𝜽𝑡)이 충분히 작아지면 멈춘다.

완전 자료 모형이 지수족이면 log 𝑓는 충분통계량에 대해 선형이므로, E 단계는 “충분통계량의

조건부 기댓값을 구하기”이고 M 단계는 “그 기댓값을 완전 자료의 MLE 공식에 넣기”다. 유전

연관 자료에서는 E 단계가 𝑥(𝑡)2 = 125 ⋅ 𝜃𝑡
2+𝜃𝑡

, M 단계가 𝜃𝑡+1 =
𝑥(𝑡)2 +34
𝑥(𝑡)2 +72

이다(연습 2.2). 한 바퀴의

그림이 그림 3.1이다.

𝐲
관측한자료

𝐳
보이지않는자료

완전자료 (𝐲, 𝐳) E 단계
𝐳를 𝑘(𝐳 ∣ 𝐲; 𝜽𝑡)로 채운다

𝑄(𝜽 ∣ 𝜽𝑡) = 𝐸𝜽𝑡 [log 𝑓(𝐲, 𝐙; 𝜽) ∣ 𝐲]

M 단계
채운 자료로 완전 자료의 MLE
𝜽𝑡+1 = argmax𝜽 𝑄(𝜽 ∣ 𝜽𝑡)

𝜽𝑡

𝑄(⋅ ∣ 𝜽𝑡) 𝑡 ← 𝑡 + 1

보장 (정리 3.2, 명제 3.3)
ℓ(𝜽) = ℱ(𝑞, 𝜽) + 𝐷(𝑞 ‖ 𝑘(⋅ ∣ 𝐲; 𝜽))
E: 𝑞 = 𝑘(⋅ ∣ 𝐲; 𝜽𝑡)로 하한을 닿게

M: 하한의 꼭대기로
⇒ ℓ(𝜽𝑡+1) ≥ ℓ(𝜽𝑡)

속도: 오차가매번 𝐼−1𝑐 𝐼𝑚배 (정리 3.6)
잃어버린정보가클수록느리다

그림 3.1 EM의 한 바퀴. 완전 자료 가운데 𝐳가 보이지 않는다. E단계는 지금의 추정값으로 𝐳의
조건부분포를 구해 𝑄를 만들고, M단계는 𝑄를 최대화한다. 오른쪽은 이 반복이 가능도를 줄이지 않는

이유와 그 속도다.

13



수리통계학 10회 · 숨은 변수와 EM 3 EM 알고리즘

정리 3.2 (EM은 가능도를 줄이지 않는다) EM의 반복은 ℓ(𝜽𝑡+1) ≥ ℓ(𝜽𝑡)를 만족한다. 등호는

𝑄(𝜽𝑡+1 ∣ 𝜽𝑡) = 𝑄(𝜽𝑡 ∣ 𝜽𝑡)이고 𝑘(⋅ ∣ 𝐲; 𝜽𝑡+1) = 𝑘(⋅ ∣ 𝐲; 𝜽𝑡)일 때뿐이다.

증명. 전략 보조정리 2.4로 가능도의 증가를 𝑄의 증가와 𝐻의 변화로 나눈다. 𝑄는 M 단계가

늘리고, 𝐻는 Gibbs부등식으로 제자리에서 가장 크다.

1 보조정리 2.4를 𝜽′ = 𝜽𝑡로 두고 𝜽𝑡+1과 𝜽𝑡에 쓴 두 식을 빼면

ℓ(𝜽𝑡+1) − ℓ(𝜽𝑡) = [𝑄(𝜽𝑡+1 ∣ 𝜽𝑡) − 𝑄(𝜽𝑡 ∣ 𝜽𝑡)] − [𝐻(𝜽𝑡+1 ∣ 𝜽𝑡) − 𝐻(𝜽𝑡 ∣ 𝜽𝑡)]. 보조정리 2.4

2 첫 괄호는 0이상이다. 𝜽𝑡+1은 𝑄(⋅ ∣ 𝜽𝑡)의 최대점이다. M단계

3 둘째 괄호를 기댓값 하나로 쓴다.

𝐻(𝜽 ∣ 𝜽𝑡) − 𝐻(𝜽𝑡 ∣ 𝜽𝑡) = 𝐸𝜽𝑡[log
𝑘(𝐙 ∣ 𝐲; 𝜽)
𝑘(𝐙 ∣ 𝐲; 𝜽𝑡)

|| 𝐲] = −𝐷(𝑘(⋅ ∣ 𝐲; 𝜽𝑡) ‖‖ 𝑘(⋅ ∣ 𝐲; 𝜽)).
𝐻와 𝐷의정의

4 𝐷 ≥ 0이므로 둘째 괄호는 0이하이다. Gibbs 부등식, 2회 정리 8.3

5 따라서 ℓ(𝜽𝑡+1) − ℓ(𝜽𝑡) ≥ 0이다. 1 2 4

6 등호는 두 괄호가 모두 0일 때, 곧 𝑄(𝜽𝑡+1 ∣ 𝜽𝑡) = 𝑄(𝜽𝑡 ∣ 𝜽𝑡)이고 𝑘(⋅ ∣ 𝐲; 𝜽𝑡+1) = 𝑘(⋅ ∣ 𝐲; 𝜽𝑡)
일 때뿐이다. Gibbs의 등호조건

조건확인 보조정리 2.4의 첫 등식은 𝑘(𝐳 ∣ 𝐲; 𝜽) > 0인 곳에서 성립한다. 𝑘(⋅ ∣ 𝐲; 𝜽𝑡) > 0인 곳에서

𝑘(⋅ ∣ 𝐲; 𝜽𝑡+1) > 0이어야 1 의 평균을 취할 수 있다. 숨은 자료의 받침이 모수에 의존하지 않으면

성립한다. 𝑄와 𝐻는 유한하다고 가정한다. 3 의 계산은 9회 보조정리 1.4와 같다.

증명에서 M 단계가 한 일은 𝑄를 늘린 것뿐이다. 그래서 𝑄를 완전히 최대화하지 않고 늘리기만

해도(예: Newton한 걸음) 단조성은 그대로다. 이것을 일반화 EM(GEM)이라 한다.

3.2 하한을오르는알고리즘

명제 3.3 (증거 하한 (ELBO)) 𝐳 위의 아무 확률밀도 𝑞에 대해

ℓ(𝜽) = ℱ(𝑞, 𝜽) + 𝐷(𝑞 ‖‖ 𝑘(⋅ ∣ 𝐲; 𝜽)), ℱ(𝑞, 𝜽) = 𝐸𝑞[log 𝑓(𝐲, 𝐙; 𝜽)] − 𝐸𝑞[log 𝑞(𝐙)].

따라서 ℓ(𝜽) ≥ ℱ(𝑞, 𝜽)이고, 등호는 𝑞 = 𝑘(⋅ ∣ 𝐲; 𝜽)일 때다.

증명. 전략 완전 밀도를 𝑓 = 𝑔⋅𝑘로 쓰고 아무 분포 𝑞로 평균한 뒤, 양변에서 𝐸𝑞 log 𝑞를 뺀다. 남는

항이 Kullback–Leibler발산이다. 단계별 증명은 연습 3.5(유도형)에서 직접 쓴다. 완성된 증명은

부록 A의 풀이 41쪽에 있다.
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이 명제는 EM을 한 함수 ℱ(𝑞, 𝜽)를 번갈아 최대화하는 좌표 상승으로 보여 준다(Neal–Hinton,
1998). E단계는 𝜽𝑡를 고정하고 𝑞에 대해 최대화한다. 답은 𝑞 = 𝑘(⋅ ∣ 𝐲; 𝜽𝑡)이고, 하한이 그 점에서

가능도에 닿는다. M 단계는 𝑞를 고정하고 𝜽에 대해 최대화한다. 𝐸𝑞 log 𝑞는 𝜽에 의존하지 않으

므로 이것은 𝑄(𝜽 ∣ 𝜽𝑡)의 최대화다. 가능도 아래에 그 점에서 닿는 하한을 깔고, 하한의 꼭대기로

옮기고, 그 점에서 다시 하한을 까는 것이다(그림 3.2). 8절에서 𝑞를 신경망으로 근사하면 변분

오토인코더가 된다.

따름정리 3.4 (EM의고정점은정류점이다) 𝜽𝑡 → 𝜽∗ (내점)이고 𝑄가 두 인수에 대해 연속미분

가능하면 ∇ℓ(𝜽∗) = 𝟎이다.

증명. 전략 M 단계의 1계 조건에서 𝑡 → ∞로 극한을 취하고, 명제 2.5로 그 극한을 관측 점수로

읽는다. 단계별 증명은 연습 3.6(유도형)에서 직접 쓴다. 완성된 증명은 부록 A의 풀이 41쪽에

있다.

가정 주의 정류점은 극대점이 아닐 수도 있다. EM은 가능도를 늘리기만 하므로 극소점에

머무는 일은 드물지만(9회 4절의 Newton과 다르다), 국소 최대점이나 안장점에 멈출 수

있다. 원논문의 수렴 증명에는 틀린 단계가 있었고, Wu(1983)가 정확한 조건을 정리했다.

실전에서는 여러 시작점에서 돌려 가능도가 가장 높은 것을 고른다.

3.3 잃어버린정보와수렴속도

숨은 자료를 보지 못해서 정보를 얼마나 잃었는가? 완전 자료의 정보에서 관측 자료의 정보를 뺀

것이다. 이 직관을 정확히 쓴 것이 다음 정리다.

정리 3.5 (잃어버린 정보의 원리 (Orchard–Woodbury 1972, Louis 1982)) 관측 정보 𝐽(𝜽) =
−∇2ℓ(𝜽)는

𝐽(𝜽) = 𝐼𝑐(𝜽 ∣ 𝐲) − 𝐼𝑚(𝜽 ∣ 𝐲)

로 쓰인다. 여기서 𝐼𝑐(𝜽 ∣ 𝐲) = −𝐸𝜽[∇2 log 𝑓(𝐲, 𝐙; 𝜽) ∣ 𝐲]는 완전 자료 정보의 조건부 기댓값

이고,

𝐼𝑚(𝜽 ∣ 𝐲) = −𝐸𝜽[∇2 log 𝑘(𝐙 ∣ 𝐲; 𝜽) ∣ 𝐲] = Cov𝜽(∇ log 𝑓(𝐲, 𝐙; 𝜽) || 𝐲)

는 잃어버린 정보다(둘째 등식이 Louis공식).

증명. 전략 보조정리 2.4의 첫 등식 ℓ = log 𝑓− log 𝑘를 두 번 미분하고 숨은 자료의 조건부분포로

평균한다. 둘째 등식은 𝑘가 𝐳의 밀도라는 것과 정리 1.2의 두 표현이다.

1 모든 𝐳에서 ℓ(𝜽) = log 𝑓(𝐲, 𝐳; 𝜽) − log 𝑘(𝐳 ∣ 𝐲; 𝜽)이다. 보조정리 2.4

2 두 번 미분하면 −∇2ℓ(𝜽) = −∇2 log 𝑓(𝐲, 𝐳; 𝜽) + ∇2 log 𝑘(𝐳 ∣ 𝐲; 𝜽)이다. 1
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3 왼쪽은 𝐳에 의존하지 않으므로 𝐙 ∼ 𝑘(⋅ ∣ 𝐲; 𝜽)로 평균해도 그대로다. 따라서 𝐽(𝜽) = 𝐼𝑐(𝜽 ∣
𝐲) − 𝐼𝑚(𝜽 ∣ 𝐲)이다. 𝐼𝑐, 𝐼𝑚의정의

4 𝜽마다 𝑘(⋅ ∣ 𝐲; 𝜽)는 𝐳의 밀도이므로 정리 1.2를 이 모형에 쓸 수 있다. 𝐸[∇ log 𝑘 ∣ 𝐲] = 𝟎이고

−𝐸[∇2 log 𝑘 ∣ 𝐲] = Cov(∇ log 𝑘 ∣ 𝐲)이다. 정리 1.2

5 ∇ log 𝑘(𝐳 ∣ 𝐲; 𝜽) = ∇ log 𝑓(𝐲, 𝐳; 𝜽)−∇ℓ(𝜽)이고 둘째 항은 𝐳에 대해 상수다. 1 을한번미분

6 상수를 빼도 공분산은 같으므로 𝐼𝑚(𝜽 ∣ 𝐲) = Cov(∇ log 𝑓(𝐲, 𝐙; 𝜽) || 𝐲)이다. 4 5

조건확인 4 에서 ∫𝑘𝑑𝐳 = 1을 적분 기호 아래에서 두 번 미분한다 [T6]. 정리 1.2의 정칙조건이

숨은 자료의 조건부 모형에서도 성립한다고 가정한다.

정리 3.6 (EM의 수렴 속도 (DLR 1977)) 𝜽𝑡 → ̂𝜽 (내점, 𝐽( ̂𝜽) ≻ 0)이고 𝑄가 두 번 연속미분가

능하며 𝐼𝑐 = 𝐼𝑐( ̂𝜽 ∣ 𝐲) ≻ 0이면

𝜽𝑡+1 − ̂𝜽 = 𝑀 (𝜽𝑡 − ̂𝜽) + 𝑜(‖𝜽𝑡 − ̂𝜽‖), 𝑀 = 𝐼−1𝑐 𝐼𝑚.

𝑀의 고유값은 모두 [0, 1)에 있다. 모수가 하나이면𝑀 = 𝐼𝑚/𝐼𝑐는 잃어버린 정보의 비율이다.

증명. 전략 M 단계의 1계 조건 ∇1𝑄(𝜽𝑡+1 ∣ 𝜽𝑡) = 𝟎을 고정점 ( ̂𝜽, ̂𝜽) 주위에서 일차 전개하고, 두

미분 행렬을 −𝐼𝑐와 𝐼𝑚으로 읽는다. ∇1, ∇2는 𝑄의 첫 인수와 둘째 인수에 대한 미분이고, 아래

미분은 모두 ( ̂𝜽, ̂𝜽)에서 잰다.

1 ∇1𝑄( ̂𝜽 ∣ ̂𝜽) = ∇ℓ( ̂𝜽) = 𝟎이다. 명제 2.5, 따름정리 3.4

2 M단계의 조건을 일차 전개한다. 𝜹𝑡 = 𝜽𝑡 − ̂𝜽로 쓰면

𝟎 = ∇1𝑄(𝜽𝑡+1 ∣ 𝜽𝑡) = ∇2
1𝑄 𝜹𝑡+1 + ∇2∇1𝑄 𝜹𝑡 + 𝑜(‖𝜹𝑡+1‖ + ‖𝜹𝑡‖). 𝑄 ∈ 𝐶2, 1 , [T8]

3 ∇2
1𝑄( ̂𝜽 ∣ ̂𝜽) = 𝐸 ̂𝜽[∇2 log 𝑓(𝐲, 𝐙; ̂𝜽) ∣ 𝐲] = −𝐼𝑐이다. 𝑄의정의, [T6]

4 보조정리 2.4로 𝑄(𝜽 ∣ 𝜽′) = ℓ(𝜽) + 𝐻(𝜽 ∣ 𝜽′)이므로

∇1𝑄(𝜽 ∣ 𝜽′) = ∇ℓ(𝜽) +∫∇ log 𝑘(𝐳 ∣ 𝐲; 𝜽) 𝑘(𝐳 ∣ 𝐲; 𝜽′) 𝑑𝐳. 보조정리 2.4

5 4 를 𝜽′로 미분하고 𝜽 = 𝜽′ = ̂𝜽로 두면,∇𝑘 = 𝑘∇ log 𝑘이므로∇2∇1𝑄 = 𝐸[∇ log 𝑘∇ log 𝑘′ ∣
𝐲] = 𝐼𝑚이다. 정리 3.5의 4

6 2 에 3 5 를 넣으면 𝐼𝑐𝜹𝑡+1 = 𝐼𝑚𝜹𝑡+𝑜(‖𝜹𝑡+1‖+‖𝜹𝑡‖)이다. 𝐼𝑐가 가역이므로 𝜹𝑡+1 = 𝑂(‖𝜹𝑡‖)
이고, 나머지항은 𝑜(‖𝜹𝑡‖)이다. 곧 𝜹𝑡+1 = 𝑀𝜹𝑡 + 𝑜(‖𝜹𝑡‖)이다. 𝐼𝑐 ≻ 0

7 𝑀 = 𝐼−1𝑐 (𝐼𝑐 − 𝐽) = 𝟏 − 𝐼−1𝑐 𝐽이다. 𝑀은 대칭행렬 𝐼−1/2𝑐 𝐼𝑚𝐼−1/2𝑐 와 닮음이므로 고유값이 실수

이고, 𝐼𝑚 ⪰ 0이므로 0 이상이다. 𝟏 − 𝑀은 𝐼−1/2𝑐 𝐽𝐼−1/2𝑐 ≻ 0과 닮음이므로 고유값이 1보다

작다. 정리 3.5, 𝐽 ≻ 0

16
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조건확인 𝑄가 ( ̂𝜽, ̂𝜽) 근처에서 두 번 연속미분가능해야 2 의 전개가 성립한다. 3 과 5 에서는

미분과 조건부 기댓값의 순서를 바꾼다 [T6].

정리는 EM의 성격을 한 문장으로 말한다.숨은자료가정보를많이가져갈수록 EM은느리다.Newton
은 이차 수렴하지만(9회 연습 4.2), EM은 선형 수렴이고 그 비율이 잃어버린 정보의 비율이다.

대신 EM은 헤세 행렬을 구하지 않고, 걸음마다 가능도가 늘며, 모수의 제약(확률의 합이 1,분산이

양수)을 M단계가 저절로 지킨다.

예제 3.7 (유전 연관 자료의 EM) 𝜃0 = 0.5에서 EM은 0.6082, 0.6243, 0.6265, 0.6268,… 로

간다. 오차의 비
|𝜃𝑡+1− ̂𝜃|
|𝜃𝑡− ̂𝜃|

는 0.1465, 0.1346, 0.1330, 0.1328, 0.1328로 모인다. 정리 3.5로
계산하면 ̂𝜃 = 0.6268에서 관측 정보 𝐽 = 377.5, 완전 자료 정보 𝐼𝑐 = 435.3, 잃어버린 정

보 𝐼𝑚 = 57.8이고, 𝐼𝑚/𝐼𝑐 = 0.1328이 정확히 그 비다(DLR의 표 1). 𝐼𝑚은 Louis 공식으로

Var(𝑥2 ∣ 𝐲)/ ̂𝜃2이다(연습 3.2). ̂𝜃의 표준오차는 1/√377.5 = 0.0515이다.

0.2 0.4 0.6 0.8

θ

−240

−230

−220

−210

ℓ(θ)

lower bounds touching at θt

0 5 10 15

iteration t

10−14

10−12

10−10

10−8

10−6

10−4

10−2

100

linear convergence

|θt − ̂θ|
slope 0.1328

그림 3.2 유전 연관 자료의 EM.왼쪽: 로그가능도 ℓ(𝜃)(검정)와 세 반복점에서의 하한

ℱ(𝑞𝑡, 𝜃) = 𝑄(𝜃 ∣ 𝜃𝑡) − 𝐻(𝜃𝑡 ∣ 𝜃𝑡)(색). 각 하한은 𝜃𝑡에서 ℓ에 닿고, 그 꼭대기가 다음 반복점이다. 오른쪽:

오차 |𝜃𝑡 − ̂𝜃|의 로그. 기울기가 log 0.1328인 직선(점선)을 따른다.
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연습문제

연습 3.1 (𝐻는 제자리에서 최대★) 𝐻(𝜽 ∣ 𝜽′) ≤ 𝐻(𝜽′ ∣ 𝜽′)를 Jensen부등식으로 직접 보여라.

풀이 40쪽

연습 3.2 (유전 연관의수렴속도★★) 유전 연관 자료에서 EM사상 𝜃 ↦ 125𝜃/(2+𝜃)+34
125𝜃/(2+𝜃)+72

의 ̂𝜃에

서의 미분계수가 𝐼𝑚/𝐼𝑐 = 0.1328임을 확인하라. Louis공식 𝐼𝑚 = Var(𝑥2 ∣ 𝐲)/𝜃2도 확인하라.

풀이 40쪽

연습 3.3 (중도절단의 EM ★★★) 연습 2.3에서 EM 반복이 𝜃𝑡+1 =
1
𝑛
(∑𝑦𝑖 + (𝑛 − 𝑟)𝜃𝑡)임을

보여라. 고정점이 MLE∑𝑦𝑖/𝑟이고, 수렴 비율이 절단된 비율 (𝑛 − 𝑟)/𝑛임을 보여라. 이것이

𝐼𝑚/𝐼𝑐와 같음을 확인하라. 풀이 41쪽

연습 3.4 (일반화 EM ★) M 단계 대신 𝑄(𝜽𝑡+1 ∣ 𝜽𝑡) ≥ 𝑄(𝜽𝑡 ∣ 𝜽𝑡)인 아무 𝜽𝑡+1을 고르면 정

리 3.2의 결론이 그대로임을 보여라. 풀이 41쪽

연습 3.5 (증거 하한의증명★ 유도형) 명제 3.3를 다음 순서로 증명하라.

(a) 모든 𝐳에서 log 𝑓(𝐲, 𝐳; 𝜽) = ℓ(𝜽) + log 𝑘(𝐳 ∣ 𝐲; 𝜽)임을 보이고, 양변을 𝐙 ∼ 𝑞로 평균하라.

(b) 양변에서 𝐸𝑞 log 𝑞(𝐙)를 빼서 ℱ(𝑞, 𝜽) = ℓ(𝜽) − 𝐷(𝑞 ‖ 𝑘(⋅ ∣ 𝐲; 𝜽))를 얻어라.

(c) Gibbs부등식(2회 정리 8.3)으로 부등식과 등호 조건을 얻어라.

(d) (c)에서 𝜽 = 𝜽𝑡를 고정하고 𝑞에 대해 ℱ를 최대화하면 답이 무엇인지 적어라. 이것이 E
단계다.

풀이 41쪽

연습 3.6 (고정점은정류점: 증명★★ 유도형) 따름정리 3.4를 다음 순서로 증명하라.

(a) 𝜽𝑡+1이 내점이면 M단계의 1계 조건 ∇1𝑄(𝜽𝑡+1 ∣ 𝜽𝑡) = 𝟎이 성립하는 이유를 적어라.

(b) ∇1𝑄가 두 인수에 대해 연속이고 (𝜽𝑡+1, 𝜽𝑡) → (𝜽∗, 𝜽∗)이므로 ∇1𝑄(𝜽∗ ∣ 𝜽∗) = 𝟎임을

보여라.

(c) 명제 2.5로 ∇ℓ(𝜽∗) = 𝟎을 결론지어라.

(d) 예제 4.4의 점은 EM의 고정점이면서 정류점이다. 정류점이 최대점일 필요가 없음을 이

예로 설명하라.

풀이 41쪽
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4
정규혼합의 EM

4.1 E 단계와M단계

𝐾개 정규 성분의 혼합 𝑔(𝑦; 𝜽) = ∑𝐾
𝑘=1 𝜋𝑘 𝜑(𝑦; 𝜇𝑘, 𝜎2𝑘)에서 𝜽 = (𝜋1,… , 𝜋𝐾 , 𝜇1,… , 𝜇𝐾 , 𝜎21 ,… , 𝜎2𝐾)

이고 ∑𝜋𝑘 = 1이다. 숨은 자료는 이름표 𝑍𝑖다(예제 2.2(a)).

명제 4.1 (정규 혼합의 EM) E단계는 책임(responsibility)

𝑟𝑖𝑘 = 𝑃𝜽𝑡(𝑍𝑖 = 𝑘 ∣ 𝑦𝑖) =
𝜋𝑘 𝜑(𝑦𝑖; 𝜇𝑘, 𝜎2𝑘)

∑𝑗 𝜋𝑗 𝜑(𝑦𝑖; 𝜇𝑗 , 𝜎2𝑗 )
(오른쪽은 𝜽𝑡의 값)

을 구하는 것이고, 𝑛𝑘 = ∑𝑖 𝑟𝑖𝑘로 두면 M단계는

𝜋𝑘 =
𝑛𝑘
𝑛 , 𝜇𝑘 =

1
𝑛𝑘

∑
𝑖
𝑟𝑖𝑘 𝑦𝑖, 𝜎2𝑘 =

1
𝑛𝑘

∑
𝑖
𝑟𝑖𝑘 (𝑦𝑖 − 𝜇𝑘)2

이다(𝜎2𝑘의 식에는 새 𝜇𝑘를 쓴다).

증명. 전략 완전 자료 로그가능도는 지시변수 1{𝑍𝑖 = 𝑘}에 대해 선형이다. E단계는 지시변수를 그

조건부 기댓값인 책임으로 바꾸고,M단계는 𝝅의 항과 성분별 항으로 나뉜 𝑄를 따로 최대화한다.

1 완전 자료 로그가능도는 다음과 같다.

ℓ𝑐(𝜽) = ∑
𝑖
∑
𝑘
1{𝑍𝑖 = 𝑘}[log 𝜋𝑘 −

1
2
log(2𝜋𝜎2𝑘) −

(𝑦𝑖 − 𝜇𝑘)2
2𝜎2𝑘

]. 예제 2.2(a)

2 관측이 서로 독립이므로 𝐸𝜽𝑡 [1{𝑍𝑖 = 𝑘} ∣ 𝐲] = 𝑃𝜽𝑡(𝑍𝑖 = 𝑘 ∣ 𝑦𝑖) = 𝑟𝑖𝑘이다.

지시함수 [T1], 1회 정리 5.5

3 𝑄(𝜽 ∣ 𝜽𝑡) = ∑𝑘 𝑛𝑘 log 𝜋𝑘 +∑𝑘∑𝑖 𝑟𝑖𝑘[−
1
2
log(2𝜋𝜎2𝑘) −

(𝑦𝑖−𝜇𝑘)2

2𝜎2𝑘
]이다. 첫 항은 𝝅에만, 나머

지는 성분별 모수에만 의존한다. 1 2 , 기댓값의선형성

4 ∑𝑘 𝜋𝑘 = 1 아래에서 ∑𝑘 𝑛𝑘 log 𝜋𝑘 ≤ ∑𝑘 𝑛𝑘 log
𝑛𝑘
𝑛

이고, 등호는 𝜋𝑘 = 𝑛𝑘/𝑛일 때다.

Gibbs 부등식, 2회 정리 8.3

5 성분 𝑘의 항을 𝜇𝑘로 미분하면 ∑𝑖 𝑟𝑖𝑘(𝑦𝑖 − 𝜇𝑘)/𝜎2𝑘 = 0이므로 𝜇𝑘 =
1
𝑛𝑘
∑𝑖 𝑟𝑖𝑘𝑦𝑖이다.

1계 조건, 오목성
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6 𝜎2𝑘로 미분하면 − 𝑛𝑘
2𝜎2𝑘

+ 1
2𝜎4𝑘

∑𝑖 𝑟𝑖𝑘(𝑦𝑖 − 𝜇𝑘)2 = 0이므로 𝜎2𝑘 =
1
𝑛𝑘
∑𝑖 𝑟𝑖𝑘(𝑦𝑖 − 𝜇𝑘)2이다.

9회 예제 1.2(c)의 계산

이름표를 알면 성분 𝑘의 MLE는 그 성분에 속한 관측들의 평균과 분산이다. 모르니, 각 관측을

책임에 따라 성분들에 “나눠 준” 다음 같은 계산을 한다. 𝑛𝑘는 성분 𝑘의 실질적인 관측 수다. 여러

변수이면 평균은 같은 꼴이고 공분산 행렬은 Σ𝑘 =
1
𝑛𝑘
∑𝑖 𝑟𝑖𝑘(𝐲𝑖 − 𝝁𝑘)(𝐲𝑖 − 𝝁𝑘)′이다.

알고리즘 4.2 (정규 혼합의 EM (수치적으로안전한판))

1. 시작값: 𝑘-평균(8절)의 결과나 무작위로 고른 관측을 평균으로, 전체 공분산을 공분산

으로, 𝜋𝑘 = 1/𝐾.

2. E 단계: 𝑎𝑖𝑘 = log𝜋𝑘 + log 𝜑(𝐲𝑖; 𝝁𝑘, Σ𝑘)를 로그로 계산하고 log 𝑟𝑖𝑘 = 𝑎𝑖𝑘 −
logsumexp𝑗 𝑎𝑖𝑗. 이때 ℓ = ∑𝑖 logsumexp𝑗 𝑎𝑖𝑗도 함께 얻는다.

3. M단계: 명제 4.1.

4. ℓ의 증가가 정한 값보다 작아지면 멈춘다. 여러 시작점에서 돌려 ℓ이 가장 큰 것을

고른다.

logsumexp𝑗 𝑎𝑗 = 𝑎∗ + log∑𝑗 𝑒
𝑎𝑗−𝑎∗ (𝑎∗ = max𝑗 𝑎𝑗)는 지수를 취하기 전에 가장 큰 값을 빼서

넘침과 밑돌기를 막는다. 성분에서 멀리 떨어진 관측은 𝜑가 10−300보다 작아져 그냥 계산하면 0
이 되고, 책임이 0/0이 된다(연습 4.4).

4.2 이름표와대칭

명제 4.3 (이름표바꾸기) 성분의 번호를 아무 순열 𝜎로 바꾼 𝜽𝜎는 ℓ(𝜽𝜎) = ℓ(𝜽)를 만족한다.

따라서 𝐾개 성분이 서로 다른 최대점 하나는 𝐾!개의 최대점으로 나타난다.

증명. ∑𝑘 𝜋𝑘𝜑(𝑦; 𝜇𝑘, 𝜎2𝑘)는 더하는 순서에 무관하다.

추정에는 해가 없다. 어느 성분을 “첫째”로 부를지 정하면(예: 𝜇1 < 𝜇2) 된다. 그러나 표준오차나

사후분포(16회)를 계산할 때는 이 대칭이 문제를 일으킨다. 더 미묘한 대칭도 있다.
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예제 4.4 (같은곳에서출발하면갈라지지않는다) 모든 성분을 같은 값 (𝜇, 𝜎2)에서 출발시키면

모든 관측의 책임이 𝑟𝑖𝑘 = 𝜋𝑘로 𝑦𝑖에 무관하다. M 단계는 모든 성분에 같은 가중평균 ̄𝑦
와 가중분산 𝜎̂2을 준다. EM은 영원히 “한 정규”에 머문다. 이 점 ( ̄𝑦, 𝜎̂2)은 실제로 혼합

로그가능도의 정류점이다(연습 4.2). 대개 안장점이어서 가능도를 늘리는 방향이 있지만,

EM은 대칭을 스스로 깨지 못한다. 시작값을 다르게 잡아야 하는 이유다.

연습문제

연습 4.1 (M 단계의 유도 ★★) 명제 4.1의 𝜎2𝑘 식을 𝑄를 미분해 유도하라. 여러 변수일 때 Σ𝑘
의 식은 어떻게 되는가? (log det Σ의 미분은 Σ−1이다.) 풀이 41쪽

연습 4.2 (같은 출발점 ★★) 예제 4.4의 점에서 혼합 로그가능도의 기울기가 모든 모수 방향

으로 0임을 보여라. (힌트: 명제 2.5와 𝑟𝑖𝑘 = 𝜋𝑘.) 풀이 42쪽

연습 4.3 (Poisson 혼합 ★★) 두 Poisson의 혼합 𝜋Poi(𝜆1) + (1 − 𝜋)Poi(𝜆2)의 E 단계와 M
단계를 유도하라. M단계의 𝜆𝑘는 책임으로 무게를 단 평균이다. 풀이 42쪽

연습 4.4 (logsumexp★) 𝑎 = (−1000, −1001)일 때 log(𝑒𝑎1+𝑒𝑎2)를 그대로 계산하면 무엇이

나오는가? logsumexp로 계산하면? 두 성분 모두에서 멀리 떨어진 관측의 책임을 계산할 때

이것이 왜 필요한지 설명하라. 풀이 42쪽
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5
데이터로—게, 간헐천, 그리고 “may”

5.1 Weldon의게와 Pearson의 9차방정식 (1894)

예제 5.1 (자료) Weldon의 1,000마리는 몸길이에 대한 이마 폭의 비를 0.004폭의 칸 29개에

묶어 기록했다(R 패키지 mixdist의 pearson). 칸의 가운데 값으로 계산하면 평균 0.6447,
표준편차 0.0191,왜도 −0.50, 초과첨도 0.06이다. 왼쪽 꼬리가 길다. 한 정규를 묶음 자료의

가능도로 맞추면 로그가능도가 두 정규의 혼합보다 26.4낮다(2Δℓ = 52.7). 자료는 한 정규

보다 혼합을 강하게 지지한다. 다만 이 비교의 영분포는 𝜒2(3)이 아니다(6.2절).

예제 5.2 (Pearson의적률법) 혼합 𝜋𝒩(𝜇1, 𝜎21 )+(1−𝜋)𝒩(𝜇2, 𝜎22)의 처음 다섯 적률을 표본의

것과 같게 놓으면 미지수 다섯의 다항 연립방정식이 된다. Pearson은 이것을 9차 방정식

하나로 줄여 손으로 풀었고, 쓸 만한 해 두 개를 얻었다(첫 성분의 비율 0.4145와 0.5328).
같은 연립방정식을 수치로 풀면 다음 두 해가 나온다.

𝜋 𝜇1 𝜎1 𝜇2 𝜎2 6차 표준적률

해 1 0.424 0.6311 0.0180 0.6547 0.0124 16.17

해 2 0.533 0.6350 0.0191 0.6558 0.0115 16.41

표본 15.52

비율이 Pearson의 손 계산과 조금 다른 것은 묶음을 다루는 방식(칸의 가운데 값, 열린 양

끝 칸) 때문이다. 다섯 적률로는 두 해를 가를 수 없다. Pearson은 여섯째 적률이 표본에 더

가까운 해 1을 골랐다. 우리 계산에서도 해 1이 더 가깝다.

예제 5.3 (최대가능도와 EM) 칸의 가운데 값에 칸의 도수를 무게로 주고 명제 4.1의 EM을 돌

리면, 서로 다른 네 시작점이 모두 같은 점 𝜋̂ = 0.433, 𝜇̂1 = 0.6317, 𝜎̂1 = 0.0183, 𝜇̂2 = 0.6546,
𝜎̂2 = 0.0126으로 간다. 적률법의 해 1과 가깝다. 그런데 로그가능도의 증가가 10−12 아래로

내려갈 때까지 1,200–1,900번을 반복해야 한다.MLE에서 EM사상의 야코비 행렬(정리 3.6의
𝑀)을 수치로 구하면 가장 큰 고유값이 0.9936이다. 한 번 반복할 때마다 오차가 0.64%씩만

줄어서, 한 자릿수를 얻는 데 약 360번이 든다. 두 성분이 거의 겹쳐 있어서 이름표가 정보를

거의 다 가져갔기 때문이다. 묶음을 정확히 반영한 가능도 ∑𝑗 𝑛𝑗 log 𝑃(𝑎𝑗 < 𝑌 ≤ 𝑏𝑗)를 직접
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최대화하면 𝜋̂ = 0.453, 𝜇̂1 = 0.6326, 𝜎̂1 = 0.0186, 𝜇̂2 = 0.6547, 𝜎̂2 = 0.0125로, 가운데 값을

쓴 것과 거의 같다.

예제 5.4 (비율의프로파일가능도) 묶음 가능도에서 𝜋를 고정하고 나머지 넷을 최대화한 프로

파일가능도(정의 1.7)는아주평평하다(그림 5.1).정리 1.8의 95%구간 {𝜋 ∶ 2[ℓ( ̂𝜽)−ℓ𝑝(𝜋)] ≤
3.84}은 [0.175, 0.687]이다. Pearson의 두 해 0.41과 0.53은 모두 그 안에 있다(프로파일 가

능도비 0.05와 0.30). 자료는 “두 무리가 섞여 있다”는 것은 강하게 말하지만, 얼마나 섞여

있는지는 거의 말하지 않는다. 귀찮은 모수 넷의 대가다(정리 1.6). Pearson이 두 해 가운데

하나를 고르기 어려웠던 것도, 혼합 분석 프로그램 MIX(Macdonald)의 예제가 이 자료에서

비율을 0.5로 고정해 두는 것도 같은 이유다. EM이 느린 것은 이 평평함의 다른 얼굴이다

(정리 3.6).

5.2 Old Faithful 간헐천

예제 5.5 (분출시간의두무리) 미국 Yellowstone국립공원의 Old Faithful간헐천에서 잰 272
번의 분출 시간(분, datasets::faithful)은 2분 근처와 4.5분 근처에 봉우리가 있다. 두

정규의 혼합을 EM으로 맞추면

𝜋̂ = 0.348, 𝜇̂1 = 2.019, 𝜎̂1 = 0.236, 𝜇̂2 = 4.273, 𝜎̂2 = 0.437
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profile log-likelihood ℓp(π) − ℓ( ̂θ)

그림 5.1 왼쪽: Weldon의 게 1,000마리(막대, 밀도로 맞춤)와 세 적합. 적률법의 두 해(파랑, 보라)와 EM
의 MLE(빨강)가 거의 겹친다. 오른쪽: 첫 성분의 비율 𝜋의 프로파일 로그가능도(묶음 가능도). 가로

점선 위가 95%구간 [0.175, 0.687]이고, 세로선은 Pearson의 두 해다.
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이고, ℓ = −276.36이다(한 정규보다 145높다). 29번의 반복으로 수렴하고, EM사상의 가장

큰 고유값은 0.589다. 두 무리가 잘 떨어져 있어 이름표의 대부분이 자료에서 거의 확실히

정해지므로 잃어버린 정보가 적다. 관측 정보(수치 헤세 행렬)의 역행렬로 만든 표준오차는

(0.029, 0.026, 0.023, 0.034, 0.027)이다. 이 결과는 일반 목적의 최적화(BFGS)로 가능도를

직접 최대화한 것과 소수 넷째 자리까지 같다. 분출 시간과 다음 분출까지의 대기 시간을

함께 쓰면 2차원 혼합이 되고, 두 무리의 비율은 0.644와 0.356이다(그림 5.2).

5.3 The Federalist의 “may” , 다시

예제 5.6 (두 Poisson의 혼합 대 음이항) 9회 예제 6.3에서 Madison의 글 262조각의 may

개수는 Poisson보다 흩어져 있었고, 음이항이 잘 맞았다. 음이항은 “조각마다 위험률이

감마분포를 따르는” Poisson의 혼합이다(4회 5.2절). 위험률이 두 값 중 하나라고 보면 두

Poisson의 혼합이 되고, EM(연습 4.3)으로 𝜋̂ = 0.697, ̂𝜆1 = 0.279, ̂𝜆2 = 1.524를 얻는다.

기대도수는 (155.4, 64.9, 25.5, 10.7, 3.9, 1.2, 0.3)으로 관측 (156, 63, 29, 8, 4, 1, 1)에 잘

맞는다. 로그가능도는 −291.52로, 모수가 셋인데도 모수가 둘인 음이항(−291.26)보다 조금

낮다. 자료는 “주제가 두 종류”보다 “주제마다 조금씩 다르다”를 약간 더 좋아한다. 두 모형

모두 Poisson(−302.90)보다는 훨씬 낫다.
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그림 5.2 Old Faithful.왼쪽: 분출 시간의 히스토그램과 EM적합(빨강), 두 성분(점선). 가운데: 짧은

무리에 속할 책임 𝑟𝑖1. 경계 근처의 관측만 0과 1사이의 값을 갖는다. 오른쪽: 분출 시간과 대기 시간의 2
차원 정규 혼합. 타원은 각 성분의 1, 2표준편차 등고선이다.
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연습문제

연습 5.1 (적률의 방정식 ★★) 혼합 𝜋𝒩(𝜇1, 𝜎21 ) + (1 − 𝜋)𝒩(𝜇2, 𝜎22)의 𝑘차 원점 적률이

𝜋𝑚𝑘(𝜇1, 𝜎1) + (1 − 𝜋)𝑚𝑘(𝜇2, 𝜎2)임을 보이고, 𝑚1,… ,𝑚4를 쓰라(𝑚𝑘(𝜇, 𝜎) = 𝐸(𝜇 + 𝜎𝑍)𝑘).
풀이 42쪽

연습 5.2 (여섯째 적률로 고르기★) 예제 5.2의 두 해의 6차 표준적률이 16.17과 16.41임을 노

트북으로 확인하라. 다섯 적률을 맞춘 두 해를 여섯째 적률로 가르는 것이 왜 약한 기준인가?

(6차 적률의 표준오차를 생각하라.) 풀이 42쪽

연습 5.3 (묶음가능도★★) 칸 (𝑎𝑗 , 𝑏𝑗]의 도수가 𝑛𝑗이면 가능도가∏𝑗 𝑃𝜽(𝑎𝑗 < 𝑌 ≤ 𝑏𝑗)𝑛𝑗 임을

설명하고, 칸이 좁아지면 이것이 가운데 값에서의 밀도로 만든 가능도와 상수배만 다름을

보여라. 풀이 42쪽

연습 5.4 (2차원 Old Faithful ★) 분출 시간과 대기 시간의 2차원 혼합을 노트북으로 맞추고,

두 성분의 상관계수를 구하라. 한 성분 안에서도 두 변수가 상관되어 있는가? 풀이 42쪽
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6
부숴보기—무한대의가능도와성분의수

6.1 가능도가무한대로가는점

명제 6.1 (혼합 가능도는 유계가 아니다) 분산이 성분마다 다른 정규 혼합에서 sup𝜽 ℓ(𝜽) = ∞
이다.

증명. 전략 한 성분의 평균을 관측 하나에 놓고 그 분산을 0으로 보낸다. 나머지 관측은 다른

성분이 받쳐 주어 로그밀도가 아래로 유계로 남는다. 단계별 증명은 연습 6.4(유도형)에서 직접

쓴다. 완성된 증명은 부록 A의 풀이 43쪽에 있다.

엄밀한 뜻의 MLE, 곧 가능도의 최댓값은 없다. 한 성분이 관측 하나에 달라붙어 분산을 0으로

줄이면 가능도는 끝없이 커진다(그림 6.1). 그래도 Kiefer(1978)는 내부에 일치하는 근이 있음을

보였다(9회 정리 1.6의 혼합판). EM이 실제로 찾는 것은 이 근 근처의 국소 최대점이다. 다만

반복 중에 한 성분의 𝑛𝑘가 1근처로 줄면 그 성분은 특이점으로 끌려간다. 처방은 셋이다. (1) 모든

성분의 분산을 같게 둔다. 그러면 가능도가 유계다(연습 6.1). (2) min𝑘 𝜎𝑘/max𝑘 𝜎𝑘 ≥ 𝑐 > 0로
제약한다(Hathaway, 1985). (3) 분산에 사전분포나 벌점을 준다(16회).

6.2 성분은몇개인가

한 정규(𝐾 = 1)와 두 정규의 혼합(𝐾 = 2)을 가능도비로 비교하고 싶다. 모수의 차이는 셋(𝜋,

둘째 평균, 둘째 분산)이므로 𝜒2(3)을 쓰고 싶어진다. 그러나 Wilks정리(9회 정리 5.2,정리 1.8)
의 조건이 두 군데서 깨진다.

• 귀무가설 “𝐾 = 1”은 𝜋 = 0 (경계, 9회 연습 6.3) 또는 (𝜇1, 𝜎1) = (𝜇2, 𝜎2)로 쓰인다. 한 모형이

모수공간의 여러 곳에 나타난다.

• 𝜋 = 0이면 (𝜇2, 𝜎2)가 가능도에 나타나지 않는다. 귀무가설 아래에서 식별되지 않는 모수가

있다. 그래서 정보 행렬이 특이하고, 테일러 전개의 바탕이 무너진다.

Hartigan(1985)은 평균이 유계가 아니면 이 가능도비가 귀무가설 아래에서 𝑛 → ∞일 때 확률적으

로 무한대로 간다는 것을 보였다(아주 느리게). 실전의 처방은 모수적 부트스트랩이다. 귀무가설

모형에서 자료를 여러 번 만들어 같은 가능도비를 계산하고, 그 분포에서 관측값의 위치를 읽는다
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(15회). 𝑛 = 272인 표준정규 자료로 1,000번 해 보면 가능도비의 95%분위수는 약 9.6이고, 𝜒2(3)
의 임계값 7.81을 넘는 비율은 약 0.10이다. 𝜒2(3)을 그대로 쓰면 크기 0.05의 검정이 실제로는 0.10
의 검정이 되어 성분을 너무 자주 더한다. Old Faithful의 290이나 게의 52.7은 어느 기준으로도

압도적이다.

6.3 느린수렴

정리 3.6의 비율을 세 예제에서 비교하면 EM의 성격이 드러난다. 유전 연관은 0.13, Old Faithful
은 0.59, Pearson의 게는 0.994다(그림 6.2). 게에서 비율 𝜋를 10−6의 정밀도로 얻으려면 1,700번
넘게 돌려야 한다. 겹친 성분은 이름표의 정보가 대부분 사라진 경우이므로, 느린 수렴은 알고리

즘의 결함이라기보다 자료가 모수를 잘 정하지 못한다는 신호다(예제 5.4). EM을 가속하는 방법

(Aitken 가속, 몇 번의 EM 뒤에 Newton으로 바꾸기 등)이 있지만, 표준오차가 크다는 사실은

바뀌지 않는다.
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그림6.1 왼쪽: Old Faithful의 한 관측에 첫 성분의 평균을 놓고(𝜋 = 1
2
, 둘째 성분은 한 정규의 적합) 𝜎1을

줄이면, 로그가능도가 처음에는 크게 줄다가 − log 𝜎1의 속도로 늘어 𝜎1 ≈ 10−145에서 EM의 국소 최대점

(점선)을 넘고 무한대로 간다. 특이점은 실재하지만 터무니없이 먼 곳에 있다. 오른쪽: 표준정규 자료

(𝑛 = 272)에서 한 정규 대 두 정규 혼합의 가능도비의 분포와 𝜒2(3) 밀도(점선). 오른쪽 꼬리가 더 두껍다.
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EM converges at the rate of the missing information

genetic linkage (0.13)
Old Faithful (0.59)
Pearson's crabs (0.994)

그림 6.2 세 예제에서 EM의 수렴. 세로축은 최종 로그가능도와의 차의 로그. 직선의 기울기가 정리 3.6의
비율(유전 연관 0.13, Old Faithful 0.59,게 0.994)로 정해진다.

연습문제

연습 6.1 (같은 분산이면 유계 ★★) 모든 성분의 분산이 같은 𝜎2인 혼합에서 서로 다른 관측

값이 𝐾개보다 많으면 로그가능도가 위로 유계임을 보여라. (힌트: 𝜎 → 0이면 어떤 성분

평균에도 놓이지 않는 관측의 밀도가 0으로 간다.) 풀이 43쪽

연습 6.2 (분산의 비 제약 ★★★) 서로 다른 관측값이 2개보다 많을 때, 𝜎1/𝜎2 ∈ [𝑐, 1/𝑐]로
제약하면 두 성분 혼합의 로그가능도가 유계임을 보여라. (힌트: 𝜎1 → 0이면 𝜎2 → 0이다.)

풀이 43쪽

연습 6.3 (성분 수의정보기준★) Old Faithful의 분출 시간에 𝐾 = 1, 2, 3의 정규 혼합을 맞추

고 AIC = −2ℓ + 2𝑝와 BIC = −2ℓ + 𝑝 log 𝑛을 비교하라(노트북). 어느 𝐾를 고르는가? 풀이

43쪽

연습 6.4 (혼합 가능도는 유계가 아니다: 증명 ★ 유도형) 두 성분 정규 혼합 𝜋𝜑(𝑦; 𝜇1, 𝜎21 ) + (1 −
𝜋)𝜑(𝑦; 𝜇2, 𝜎22)에서 명제 6.1를 다음 순서로 증명하라.

(a) 혼합 밀도는 두 항 각각보다 크거나 같음을 보여라.

(b) 𝜇1 = 𝑦1로 두고 𝜋 ∈ (0, 1), 𝜇2, 𝜎2 > 0을 고정한다. (a)를 관측 1에는 첫 항으로, 나머지

관측에는 둘째 항으로 써서 ℓ(𝜽) ≥ log 𝜋
√2𝜋𝜎1

+∑𝑖≥2 log((1 − 𝜋)𝜑(𝑦𝑖; 𝜇2, 𝜎22))를 보여라.

(c) 𝜎1 → 0이면 오른쪽이 +∞로 감을 보여라. 둘째 합이 𝜎1에 의존하지 않는다는 것이

어디에 쓰이는가?

(d) 두 성분의 분산이 같다는 제약 아래에서는 왜 (b)의 논증이 막히는지 설명하라(연습 6.1).

풀이 43쪽
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7
고치기—Neyman–Scott를숨은변수로

9회 예제 7.2에서 𝑛명을 두 번씩 잰 자료 𝑋𝑖1, 𝑋𝑖2
iid∼ 𝒩(𝜇𝑖, 𝜎2)의 MLE 𝜎̂2은 𝜎2/2로 갔다. 모수

𝜇1,… , 𝜇𝑛이 자료와 함께 늘어서 정리 1.3의 가정이 깨졌기 때문이다. 고치는 방법은 관점을 바꾸

는 것이다. 사람마다의 평균을 “추정할 모수”가 아니라 “보이지 않는 확률변수”로 본다.

정의 7.1 (임의효과 모형) 𝜇𝑖
iid∼ 𝒩(𝑚, 𝜏2)이고, 𝜇𝑖가 주어지면 𝑋𝑖1, 𝑋𝑖2

iid∼ 𝒩(𝜇𝑖, 𝜎2)이다. 모수

는 (𝑚, 𝜏2, 𝜎2) 셋뿐이고 𝜇𝑖는 숨은 자료다(예제 2.2(d)).

명제 7.2 (임의효과 모형의 MLE) 𝐷𝑖 = 𝑋𝑖1 − 𝑋𝑖2, 𝑆 𝑖 = 𝑋𝑖1 + 𝑋𝑖2로 두면 𝐷𝑖
iid∼ 𝒩(0, 2𝜎2),

𝑆 𝑖
iid∼ 𝒩(2𝑚, 4𝜏2 + 2𝜎2)이고 {𝐷𝑖}와 {𝑆 𝑖}는 독립이다. 따라서 ̂𝜏2 ≥ 0이 되는 한 MLE는

𝜎̂2 = 1
2𝑛 ∑𝑖

𝐷2
𝑖 , 𝑚̂ =

̄𝑆
2 , ̂𝜏2 = 1

4(
1
𝑛 ∑𝑖

(𝑆 𝑖 − ̄𝑆)2 − 2𝜎̂2)

이고, 𝜎̂2 𝑃−→ 𝜎2이다.

증명. 전략 숨은 𝜇𝑖를 적분해 없애면 각 쌍이 이변량 정규가 된다. 차와 합으로 바꿔 서로 독립인

두 정규 표본으로 나누고, 각 표본의 분산 MLE에 불변성을 쓴다. 단계별 증명은 연습 7.4(유도형)

에서 직접 쓴다. 완성된 증명은 부록 A의 풀이 44쪽에 있다.

𝜎̂2이 9회 연습 7.3의 “고친” 추정량과 정확히 같다. 사람마다의 평균을 확률변수로 보았더니,

그것과 무관한 정보(𝐷𝑖)만으로 𝜎2을 추정하게 된 것이다. 이 결과는 𝜇𝑖가 실제로 정규분포를

따르지 않아도 맞다. 𝐷𝑖에는 𝜇𝑖가 들어 있지 않기 때문이다.

예제 7.3 (EM으로 풀기) 닫힌 꼴이 있지만, 𝜇𝑖를 숨은 자료로 놓은 EM도 한 줄짜리다. E
단계에서 𝜇𝑖 ∣ 𝑋𝑖1, 𝑋𝑖2는 정규분포

𝜇𝑖 ∣ 𝐱𝑖 ∼ 𝒩(𝜇̃𝑖, 𝑣), 𝑣 = ( 1𝜏2 +
2
𝜎2 )

−1
, 𝜇̃𝑖 = 𝑣(𝑚𝜏2 +

𝑋𝑖1 + 𝑋𝑖2
𝜎2 )

이고(연습 7.2), M단계는 𝑚 = 𝜇̃, 𝜏2 = (𝜇̃𝑖 −𝑚)2 + 𝑣, 𝜎2 = 1
2𝑛
∑𝑖∑𝑗[(𝑋𝑖𝑗 − 𝜇̃𝑖)2 + 𝑣]이다.

𝑛 = 2000, 𝜎2 = 4, 𝜏2 = 9로 만든 자료에서 EM은 𝜎̂2 = 3.93(표준오차 √2𝜎4/𝑛 = 0.13)으로

수렴하고, 같은 자료의 “고정효과” MLE는 1.97이다(그림 7.1).

E단계의 𝜇̃𝑖 = 𝑚+ 𝜏2

𝜏2+𝜎2/2
( ̄𝑋𝑖−𝑚)는 각 사람의 평균 ̄𝑋𝑖를 전체 평균 쪽으로 끌어당긴다(연습 7.3).
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측정 오차가 클수록(𝜎2이 클수록) 더 많이 끌어당긴다. Galton(5회)의 평균으로의 회귀와 같은

모양이고, 16회의 James–Stein 축소 추정량이 이것을 “모수를 확률변수로 보지 않아도” 이득이

된다는 역설로 바꾼다.

연습문제

연습 7.1 (차와합★★) 명제 7.2에서 Var 𝑆 𝑖 = 4𝜏2 + 2𝜎2를 확인하고, ̂𝜏2 < 0이 되는 확률이 0
이 아님을 설명하라. 그때 MLE는 무엇인가? (경계, 9회 연습 6.3) 풀이 44쪽

연습 7.2 (E 단계★★) 𝜇 ∼ 𝒩(𝑚, 𝜏2)이고 𝜇가 주어지면 𝑋1, 𝑋2
iid∼ 𝒩(𝜇, 𝜎2)일 때 𝜇 ∣ 𝑋1, 𝑋2의

분포가 예제 7.3의 정규분포임을 보여라(5회 정리 C,또는 지수의 완전제곱). 풀이 44쪽

연습 7.3 (축소 ★) 𝜇̃𝑖 = 𝑚 + 𝐵( ̄𝑋𝑖 − 𝑚), 𝐵 = 𝜏2

𝜏2+𝜎2/2
임을 보여라. 𝜏2 → 0과 𝜏2 → ∞에서 𝜇̃𝑖

는 무엇이 되는가? 풀이 44쪽

연습 7.4 (임의효과모형의MLE 증명★★ 유도형) 명제 7.2를 다음 순서로 증명하라.

(a) 𝑋𝑖𝑗 = 𝜇𝑖 + 𝜀𝑖𝑗로 쓰고 𝜇𝑖, 𝜀𝑖1, 𝜀𝑖2가 독립인 정규임을 써서 (𝑋𝑖1, 𝑋𝑖2)가 평균 (𝑚,𝑚), 분산

𝜏2 + 𝜎2, 공분산 𝜏2인 이변량 정규임을 보여라.

(b) (𝐷𝑖, 𝑆 𝑖)가 이변량 정규이고 Cov(𝐷𝑖, 𝑆 𝑖) = 0임을 보여 독립을 결론지어라(5회 정리 3.8,
정리 3.11). 두 분산을 구하라.

(c) 가능도가 {𝐷𝑖} 부분과 {𝑆 𝑖} 부분의 곱임을 보이고, 평균이 0인 정규 표본과 평균이 미지인

정규 표본의 분산 MLE를 각각 적어라.

(d) (2𝜎2, 4𝜏2 + 2𝜎2)가 (𝜎2, 𝜏2)의 일대일 변환임을 보이고 불변성(9회 정리 1.3)으로 𝜎̂2, ̂𝜏2

101 102 103

number of people n

1

2

3

4

5

6

̂ σ2

Neyman–Scott, σ2 = 4

fixed-effects MLE
random-effects EM

그림 7.1 Neyman–Scott자료(𝜎2 = 4)에서 사람 수 𝑛에 따른 두 추정량. 고정효과 MLE(파랑)는 𝜎2/2 = 2
로, 임의효과 모형의 EM(빨강)은 참값 4로 간다. 띠는 반복 200번의 10–90%범위다.
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을 얻어라. ̂𝜏2 ≥ 0이라는 조건은 어디서 필요한가?

(e) 𝜎̂2 𝑃−→ 𝜎2을 Khinchin의 대수의 법칙(7회 정리 1.6)으로 보여라.

풀이 44쪽
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8
Beautiful insights—하한과온도

8.1 ELBO와변분오토인코더

명제 3.3의 하한 ℱ(𝑞, 𝜽)는 기계학습에서 증거 하한(evidence lower bound, ELBO)이라 불린다.

생성 모형 𝑝𝜽(𝐱 ∣ 𝐳)가 신경망이고 숨은 변수가 𝐳 ∼ 𝒩(𝟎, 𝟏)이면, 관측 가능도 ∫𝑝𝜽(𝐱 ∣ 𝐳)𝑝(𝐳) 𝑑𝐳
도, E 단계의 사후분포 𝑘(𝐳 ∣ 𝐱; 𝜽)도 계산할 수 없다. 변분 오토인코더(VAE; Kingma–Welling
2014)는 두 가지를 바꾼다.

• E 단계의 정확한 사후분포 대신, 관측 𝐱를 받아 정규분포 𝑞𝝓(𝐳 ∣ 𝐱) = 𝒩(𝝁𝝓(𝐱), diag 𝝈2𝝓(𝐱))를
내놓는 신경망(인코더)을 쓴다. 관측마다 E 단계를 푸는 대신 하나의 함수로 “모든 관측의 E
단계를 한꺼번에” 근사하므로 상각(amortized) 추론이라 부른다.

• E와 M을 번갈아 하는 대신 ℱ(𝑞𝝓, 𝜽)를 (𝝓, 𝜽)에 대해 함께 확률적 경사상승으로 올린다. 𝐳 =
𝝁𝝓(𝐱)+𝝈𝝓(𝐱)⊙𝜺, 𝜺 ∼ 𝒩(𝟎, 𝟏)로 쓰면(재모수화) 기댓값의 기울기를 표본으로 어림할 수 있다.

ELBO를 𝐸𝑞 log 𝑝𝜽(𝐱 ∣ 𝐳) − 𝐷(𝑞𝝓(⋅ ∣ 𝐱)‖𝑝)로 다시 쓰면(연습 8.1), 첫 항은 “복원”의 로그가능도,

둘째 항은 인코더가 사전분포에서 너무 멀어지지 않게 하는 벌점이다. 명제 3.3에서 보았듯이

하한과 진짜 로그가능도의 차는 𝐷(𝑞‖𝑘)이다. 인코더가 정확한 사후분포를 내놓지 못하는 만큼

하한이 느슨하다. EM은 이 차를 매번 0으로 만드는 특수한 경우다.

8.2 𝑘-평균은온도 0의 EM이다

명제 8.1 (딱딱한 EM) 모든 성분의 비율이 같고 공분산이 𝜎2𝟏로 같은 정규 혼합에서, 𝜎 → 0
이면 책임은

𝑟𝑖𝑘 =
exp(−‖𝐲𝑖 − 𝝁𝑘‖2/(2𝜎2))

∑𝑗 exp(−‖𝐲𝑖 − 𝝁𝑗‖2/(2𝜎2))
⟶ 1{𝑘 = argmin

𝑗
‖𝐲𝑖 − 𝝁𝑗‖}

(가장 가까운 평균이 하나뿐일 때)로 가고,M단계의 평균은 각 무리에 배정된 관측의 평균이

된다. 이것이 𝑘-평균 알고리즘(Lloyd 1957,출판 1982)이다.

증명. 전략 책임의 분자와 분모를 같은 지수 항으로 나눠 거리의 차만 남긴다. 𝜎 → 0에서 각 항은

차의 부호에 따라 0이나 무한대로 간다. 단계별 증명은 연습 8.4(유도형)에서 직접 쓴다. 완성된
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증명은 부록 A의 풀이 45쪽에 있다.

책임은 거리의 음수를 2𝜎2로 나눈 softmax다. 𝜎2이 9회 8.3절의 온도 𝑇의 역할을 한다. 온도를 0
으로 내리면 “부드러운” 배정이 “딱딱한” 배정이 된다. 𝑘-평균은 그래서 빠르고 단순하지만, 모든

무리가 같은 크기의 둥근 모양이라고 가정한 것과 같다. Old Faithful처럼 기울어진 타원 모양의

무리에서는 경계 근처의 관측을 EM과 다르게 배정한다(노트북). 𝑘-평균이 매 단계 목적함수

∑𝑖min𝑘 ‖𝐲𝑖 − 𝝁𝑘‖2를 줄이는 것은 정리 3.2의 딱딱한 판이다(연습 8.2). EM의 좋은 시작점으로

𝑘-평균의 결과를 쓰는 것이 표준이다(알고리즘 4.2).

8.3 숨은상태— Baum–Welch에서전문가혼합까지

혼합분포의 이름표가 관측마다 독립이 아니라 Markov연쇄를 따르면 은닉 Markov 모형이 된다.

음성의 소리 조각(관측) 뒤에 숨은 음소(상태)가 있고, 음소는 앞의 음소에 의존한다. Baum과 동

료들(1970)의 알고리즘은 이 모형의 EM이다. E단계의 사후확률을 전향–후향 재귀로 효율적으로

계산한 것이 전부다. 1970년대부터 2010년대 초까지 음성 인식 시스템의 중심이었고, 기계번역의

단어 정렬(IBM모형, 1993)도 숨은 정렬을 EM으로 추정했다. 4회 8절의 전문가 혼합(mixture of
experts)도 원래는 EM으로 학습되었다(Jordan–Jacobs 1994). 오늘의 큰 언어 모형에서 전문가를

고르는 게이트는 경사하강으로 학습하지만, “보이지 않는 배정”을 확률로 다룬다는 생각은 같다.

연습문제

연습 8.1 (ELBO의 두 얼굴 ★★) 𝑓(𝐱, 𝐳) = 𝑝𝜽(𝐱 ∣ 𝐳)𝑝(𝐳)일 때 ℱ(𝑞, 𝜽) = 𝐸𝑞 log 𝑝𝜽(𝐱 ∣ 𝐙) −
𝐷(𝑞‖𝑝)임을 보여라. 𝑞 = 𝒩(𝜇, 𝑠2), 𝑝 = 𝒩(0, 1)이면 𝐷(𝑞‖𝑝) = 1

2
(𝜇2 + 𝑠2 − 1 − log 𝑠2)이다.

풀이 45쪽

연습 8.2 (𝑘-평균은내려간다★★) 𝑘-평균의 두 단계(가장 가까운 평균에 배정, 배정된 관측의

평균으로 옮김)가 각각 𝑊 = ∑𝑖 ‖𝐲𝑖 − 𝝁𝑐(𝑖)‖2를 늘리지 않음을 보이고, 유한 번 안에 멈춤을

보여라. 풀이 45쪽

연습 8.3 (온도와책임★) 두 성분 1차원 혼합(𝜋 = 1
2
, 같은 𝜎)에서 책임 𝑟𝑖1이 𝑦𝑖에 대한 로지

스틱 함수 (1 + exp(−𝜇1−𝜇2
𝜎2

(𝑦𝑖 −
𝜇1+𝜇2

2
)))−1임을 보여라. 𝜎 → 0이면 계단함수가 된다. 풀이

45쪽

연습 8.4 (딱딱한 EM의 증명★ 유도형) 𝑑𝑖𝑗 = ‖𝐲𝑖 − 𝝁𝑗‖로 쓰고 가장 가까운 평균 𝑘∗가 하나뿐

이라 하자. 명제 8.1을 다음 순서로 증명하라.

(a) 분자와 분모를 exp(−𝑑2𝑖𝑘/(2𝜎2))로 나눠 𝑟𝑖𝑘 = (∑𝑗 exp(−(𝑑2𝑖𝑗 − 𝑑2𝑖𝑘)/(2𝜎2)))
−1

임을 보여

라.

(b) 𝑘 = 𝑘∗이면 𝑗 ≠ 𝑘∗인 항이 모두 0으로 가서 𝑟𝑖𝑘∗ → 1임을 보여라.
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(c) 𝑘 ≠ 𝑘∗이면 𝑗 = 𝑘∗인 항이 무한대로 가서 𝑟𝑖𝑘 → 0임을 보여라.

(d) M 단계의 평균
1
𝑛𝑘
∑𝑖 𝑟𝑖𝑘𝐲𝑖의 극한이 무리 𝑘에 배정된 관측의 평균임을 보여라. 무리가

비어 있으면 어떻게 되는가?

(e) 가장 가까운 평균이 둘이면(𝑑𝑖1 = 𝑑𝑖2 < 𝑑𝑖𝑗, 𝑗 ≥ 3) 극한의 책임은 무엇인가?

풀이 45쪽
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9
정리와역사노트

9.1 한 장요약

정리 내용 조건

정보 행렬 (1.2) 𝐸𝐬 = 𝟎, 𝐼 = Cov 𝐬 = −𝐸∇2 log 𝑓 정칙조건

점근정규성 (1.3) √𝑛( ̂𝜽 − 𝜽0)
𝐷−→ 𝒩𝑝(𝟎, 𝐼−1) 𝐼 ≻ 0,일치하는 근

귀찮은 모수 (1.6) 𝐼𝜓𝜓 = (𝐼𝜓𝜓 − 𝐼𝜓𝜆𝐼−1𝜆𝜆 𝐼𝜆𝜓)−1 ⪰ 𝐼−1𝜓𝜓 직교이면 등호

프로파일 Wilks (1.8) 2[ℓ( ̂𝜽) − ℓ𝑝(𝝍0)]
𝐷−→ 𝜒2(𝑟) 귀찮은 모수의 수

고정

분해·점수 (2.4, 2.5) ℓ = 𝑄 − 𝐻, ∇ℓ = 𝐸[∇ log 𝑓 ∣ 𝐲] —

단조성 (3.2) ℓ(𝜽𝑡+1) ≥ ℓ(𝜽𝑡) (Gibbs) —

ELBO (3.3) ℓ = ℱ(𝑞, 𝜽) + 𝐷(𝑞‖𝑘), EM은 좌표 상승 —

잃어버린 정보 (3.5) 𝐽 = 𝐼𝑐 − 𝐼𝑚, 𝐼𝑚 = Cov(∇ log 𝑓 ∣ 𝐲) —

수렴 속도 (3.6) 𝜽𝑡+1 − ̂𝜽 ≈ 𝐼−1𝑐 𝐼𝑚(𝜽𝑡 − ̂𝜽) 내점, 𝐽 ≻ 0

이번 회차의 중심은 두 식이다. 가능도의 분해 ℓ = 𝑄−𝐻에서 𝐻가 Gibbs부등식으로 제자리에서

최대라는 사실이 EM의 단조성을 주고, 같은 분해를 두 번 미분한 것이 잃어버린 정보의 원리와

수렴 속도를 준다. 숨은 자료가 정보를 많이 가져갈수록 EM은 느리고, 가능도는 평평하며, 표준

오차는 크다. 같은 사실의 세 얼굴이다.

9.2 Stigler의 명명법칙

EM은몇번발견되었나

• Simon Newcomb(1886)는 천문 관측의 이상치를 다루려고 정규분포 몇 개의 혼합을 가정했다. 그

리고 각 관측의 “무게”를 계산해 가중평균을 다시 구하는 반복을 썼다. 오늘의 눈으로 보면 혼합의

EM이다.

• 같은 반복은 전염병(McKendrick 1926), 실험의 빠진 값(Healy–Westmacott 1956), 불완전한 셈 자
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료(Hartley 1958), 은닉 Markov 모형(Baum 외 1970), 지수족의 불완전 자료(Orchard–Woodbury
1972, Sundberg 1974)에서 따로따로 나타났다.

• Dempster–Laird–Rubin(1977)이 이름을 붙이고 일반 이론을 세웠다. 그들의 수렴 증명에는 틀린

곳이 있었고, Wu(1983)가 고쳤다. 이름을 얻은 사람이 처음 찾은 사람이 아니고, 처음 증명한 사람

도 완전히 증명하지 못했다.

9.3 7 Pillars 지도

이번 회차도 셋째 기둥 Likelihood 위에 있다. 9회가 가능도를 “보이는 자료의 확률”로 다루

었다면, 10회는 보이지 않는 것을 적분해 없앤 가능도를 다뤘다. 둘째 기둥 Information은 더

정교해졌다. 정보는 행렬이 되었고, 숨은 자료 때문에 잃은 정보를 정확히 셀 수 있게 되었다.

다섯째 기둥 Regression도 잠깐 보였다. 임의효과 모형의 E단계는 Galton의 회귀처럼 각 사람의

평균을 전체 평균 쪽으로 끌어당겼다.

9.4 다음회—충분성: 자료를줄이는법 (1920 → 1955)

EM의 M 단계는 “충분통계량의 기댓값”만 있으면 되었다. 정규 혼합에서는 ∑𝑟𝑖𝑘, ∑𝑟𝑖𝑘𝑦𝑖,
∑𝑟𝑖𝑘𝑦2𝑖 가 전부였다. 자료 전체 대신 몇 개의 요약만 알아도 모수에 대한 정보를 하나도 잃지 않는

다는 것이 Fisher(1920, 1922)의 충분성이다. 11회는 Fisher가 Eddington과 두 표준편차 추정량을

놓고 벌인 논쟁에서 출발한다. 인수분해 정리, Rao–Blackwell과 Lehmann–Scheffé로 최소분산

불편추정량을 찾고, 8회의 독일 전차 추정량이 왜 최선인지 보인다. 지수족이 왜 특별한지(9회 2
절의 Cramér–Rao한계에 닿는 유일한 모형)도 거기서 본다.
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A
연습문제풀이

각 풀이의 머리에 있는 문제 ○○쪽을 누르면 문제로 돌아간다. 계산 문제의 수치는 노트북에서

같은 계산으로 확인했다. 유도형 연습의 풀이는 본문에서 연습으로 돌린 정리의 완성된 증명이다.

1절

연습 1.1 문제 8쪽

log 𝑓 = − log 𝜎− (𝑥−𝜇)2

2𝜎2
+상수에서 𝑠𝜇 =

𝑥−𝜇
𝜎2

, 𝑠𝜎 = − 1
𝜎
+ (𝑥−𝜇)2

𝜎3
이다. 𝐸𝑠2𝜇 =

1
𝜎2

, 𝐸𝑠2𝜎 =
1
𝜎2
𝐸(𝑍2−

1)2 = 2
𝜎2

, 𝐸𝑠𝜇𝑠𝜎 = 1
𝜎3
𝐸[𝑍(𝑍2 − 1)] = 0이다. 변환 규칙으로는 𝜂 = 𝜎2의 정보

1
2𝜎4

에서 𝐼(𝜎) =
𝐼(𝜂)( 𝑑𝜂

𝑑𝜎
)2 = 1

2𝜎4
⋅ 4𝜎2 = 2

𝜎2
로 같다(9회 연습 2.2의 식을 거꾸로 쓴 것).

연습 1.2 문제 8쪽

첫 블록 행: 𝐼𝜓𝜓𝑆−1 − 𝐼𝜓𝜆𝐼−1𝜆𝜆 𝐼𝜆𝜓𝑆−1 = 𝑆𝑆−1 = 𝟏. 둘째 블록 행: 𝐼𝜆𝜓𝑆−1 − 𝐼𝜆𝜆𝐼−1𝜆𝜆 𝐼𝜆𝜓𝑆−1 = 𝟎.

연습 1.3 문제 8쪽

(𝜇, 𝜎)의 𝐼−1 = diag(𝜎2, 𝜎2/2)이고 ∇𝑐 = (−𝜎/𝜇2, 1/𝜇)이므로 ∇𝑐′𝐼−1∇𝑐 = 𝜎4

𝜇4
+ 𝜎2

2𝜇2
= 𝑐2(𝑐2 + 1

2
).

연습 1.4 문제 9쪽

ℓ = 𝑛[(𝛼 − 1)log 𝑥 − log Γ(𝛼) − 𝛼 log 𝛽] − ∑𝑥𝑖/𝛽에서 𝜕𝛽ℓ = −𝑛𝛼/𝛽 + ∑𝑥𝑖/𝛽2 = 0이므로

̂𝛽𝛼 = ̄𝑥/𝛼. 넣으면 ℓ𝑝(𝛼) = 𝑛[(𝛼 − 1)log 𝑥 − log Γ(𝛼) − 𝛼 log( ̄𝑥/𝛼) − 𝛼]. 미분하면 log 𝑥 − 𝜓(𝛼) −
log ̄𝑥 + log 𝛼 + 1 − 1 = 0.

연습 1.5 문제 9쪽

𝜇1 − 𝜇2 = 𝜓를 고정하면 𝜇2 = 𝜆, 𝜇1 = 𝜆 + 𝜓이고 𝜎2의 MLE는 잔차 제곱합/(𝑚 + 𝑛)이다.

𝜆에 대해 최소화한 잔차 제곱합은 SSW + 𝑚𝑛
𝑚+𝑛

( ̄𝑥 − ̄𝑦 − 𝜓)2(SSW는 두 표본 안의 제곱합)이

므로 Λ = (𝑚 + 𝑛) log(1 + 𝑚𝑛
𝑚+𝑛

(𝑥̄− ̄𝑦−𝜓0)2

SSW
) = (𝑚 + 𝑛) log(1 + 𝑡2

𝑚+𝑛−2
)이다. 𝑡2 = (𝑥̄− ̄𝑦−𝜓0)2

𝑠2𝑝(1/𝑚+1/𝑛)
,

𝑠2𝑝 = SSW/(𝑚 + 𝑛 − 2).
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연습 1.6 문제 9쪽

(a) 정칙조건(9회 (R2)–(R3)의 성분판)이 ∫𝑓 𝑑𝑥를 적분 기호 아래에서 미분하게 해 준다. 0 =
𝜕𝑗 ∫𝑓 𝑑𝑥 = ∫𝜕𝑗𝑓 𝑑𝑥 = ∫(𝜕𝑗 log 𝑓)𝑓 𝑑𝑥 = 𝐸𝑠𝑗. (b) ∫ 𝑠𝑗𝑓 𝑑𝑥 = 0을 다시 𝜃𝑘로 미분하면 0 =
∫(𝜕𝑘𝑠𝑗)𝑓 𝑑𝑥 + ∫ 𝑠𝑗(𝜕𝑘𝑓) 𝑑𝑥 = 𝐸[𝜕

2 log𝑓
𝜕𝜃𝑗𝜕𝜃𝑘

] + 𝐸[𝑠𝑗𝑠𝑘]이다. 𝜕𝑘𝑓 = 𝑠𝑘𝑓를 썼다. (c) 𝐸 𝐬 = 𝟎이므로

Cov 𝐬 = 𝐸 𝐬𝐬′−𝐸𝐬𝐸𝐬′ = 𝐸 𝐬𝐬′ = 𝐼(𝜽)이고, (b)를 행렬로 쓰면 𝐼(𝜽) = −𝐸∇2 log 𝑓이다. (d) 표본의

로그가능도는 ∑𝑖 log 𝑓(𝑋𝑖; 𝜽)이므로 점수는 ∑𝑖 𝐬(𝑋𝑖; 𝜽)이다. 독립인 벡터의 합의 공분산은 공분

산의 합이므로(3회) 𝑛𝐼(𝜽)이다.

연습 1.7 문제 9쪽

(a) 𝐼1/2는 대칭 제곱근이다(5회 보조정리 3.2). 5회 정리 3.8로 𝐼1/2𝐖 ∼ 𝒩𝑝(𝟎, 𝐼1/2𝐼−1𝐼1/2) =
𝒩𝑝(𝟎, 𝟏)이므로 성분이 독립인 표준정규이고, 𝐖′𝐼𝐖 = ‖𝐼1/2𝐖‖2 ∼ 𝜒2(𝑝)이다(5회 정리 3.17).

(b) 𝐼(⋅)이 𝜽0에서 연속이고 ̂𝜽𝑛
𝑃−→ 𝜽0이므로 연속사상정리(7회 정리 1.3)로 𝐼( ̂𝜽𝑛)

𝑃−→ 𝐼이다.

√𝑛𝐝𝑛 = √𝑛( ̂𝜽𝑛−𝜽0)로 쓰면 𝐝′𝑛𝐼( ̂𝜽𝑛)𝐝𝑛 ⋅𝑛 = √𝑛𝐝′𝑛𝐼√𝑛𝐝𝑛+√𝑛𝐝′𝑛(𝐼( ̂𝜽𝑛)−𝐼)√𝑛𝐝𝑛이고, 둘째 항은

𝑂𝑃(1) ⋅ 𝑜𝑃(1) ⋅𝑂𝑃(1) = 𝑜𝑃(1)이다(7회 정리 2.5). 첫째 항은 연속사상정리로𝐖′𝐼𝐖 ∼ 𝜒2(𝑝)로 분

포수렴하고, Slutsky(7회 정리 4.2)로 합도 그렇다. (c) 𝑃(𝑛( ̂𝜽𝑛−𝜽0)′𝐼( ̂𝜽𝑛)( ̂𝜽𝑛−𝜽0) ≤ 𝜒2𝑝,𝛼) → 1−𝛼
이므로, 이 부등식을 만족하는 𝜽0의 집합이 근사 100(1−𝛼)% 신뢰영역이다. 𝐼( ̂𝜽𝑛)이 고정된 양의

정부호 행렬이므로 그 집합은 ̂𝜽𝑛을 중심으로 한 타원체다. (d) 7회 정리 5.4로√𝑛(𝑔( ̂𝜽𝑛)−𝑔(𝜽0))
𝐷−→

∇𝑔′𝐖 ∼ 𝒩(0,∇𝑔′𝐼−1∇𝑔)이다. ∇𝑔(𝜽0) ≠ 𝟎이어야 이 분산이 양수이고 극한이 퇴화하지 않는다.

∇𝑔 = 𝟎이면 일차항이 사라져 이차 전개가 필요하다.

2절

연습 2.1 문제 12쪽

125
2+𝜃

− 38
1−𝜃

+ 34
𝜃
= 0에 𝜃(2 + 𝜃)(1 − 𝜃)를 곱하면 125𝜃(1 − 𝜃) − 38𝜃(2 + 𝜃) + 34(2 + 𝜃)(1 − 𝜃) =

15𝜃 − 197𝜃2 + 68 = 0. 근은
15±√225+4⋅197⋅68

394
= 15±231.97

394
, 양의 근 0.6268.

연습 2.2 문제 12쪽

첫 범주의 개체는 확률
1
2
∶ 𝜃

4
의 비로 두 칸에 나뉘므로, 첫 범주 125마리가 주어지면 𝑥2 ∼

b(125, 𝜃/4
1/2+𝜃/4

) = b(125, 𝜃
2+𝜃

). 완전 자료 가능도는 (𝜃/4)𝑥2+34((1 − 𝜃)/4)38×상수이므로 MLE는
𝑥2+34

𝑥2+34+38
.

연습 2.3 문제 12쪽

절단되지 않은 개체는 밀도
1
𝜃
𝑒−𝑦𝑖/𝜃, 절단된 개체는 𝑃(𝑇 > 𝑐) = 𝑒−𝑐/𝜃 = 𝑒−𝑦𝑖/𝜃를 준다. 곱
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은 𝜃−𝑟𝑒−∑𝑦𝑖/𝜃이고, 미분하면 ̂𝜃 = ∑𝑦𝑖/𝑟. 무기억성: 𝑃(𝑇 > 𝑐 + 𝑠 ∣ 𝑇 > 𝑐) = 𝑒−𝑠/𝜃이므로

𝑇 − 𝑐 ∣ 𝑇 > 𝑐 ∼ Exp(𝜃).

연습 2.4 문제 12쪽

ℓ = ∑𝑖 log∑𝑗 𝜋𝑗𝜑(𝑦𝑖; 𝜇𝑗 , 𝜎2𝑗 )을 𝜇𝑘로 미분하면∑𝑖
𝜋𝑘𝜑𝑘(𝑦𝑖)

∑𝑗 𝜋𝑗𝜑𝑗(𝑦𝑖)
⋅ 𝑦𝑖−𝜇𝑘

𝜎2𝑘
= ∑𝑖 𝑟𝑖𝑘

𝑦𝑖−𝜇𝑘
𝜎2𝑘

. 명제 2.5로는

완전 자료 점수 ∑𝑖 1{𝑍𝑖 = 𝑘}𝑦𝑖−𝜇𝑘
𝜎2𝑘

의 조건부 기댓값이고, 𝐸[1{𝑍𝑖 = 𝑘} ∣ 𝑦𝑖] = 𝑟𝑖𝑘이다.

연습 2.5 문제 12쪽

𝑋 = 𝜇 + 𝜎𝑈, 𝑈 ∼ 𝒩(0, 1)이면 𝐸[𝑈 ∣ 𝛼 < 𝑈 ≤ 𝛽] = ∫𝛽𝛼 𝑢𝜑(𝑢)𝑑𝑢
Φ(𝛽)−Φ(𝛼)

이고 𝑢𝜑(𝑢) = −𝜑′(𝑢)이므로

분자는 𝜑(𝛼) − 𝜑(𝛽).

연습 2.6 문제 12쪽

(a) 𝜽의 한 근방에서 ‖∇𝑓(𝐲, 𝐳; 𝜽)‖ ≤ 𝐺(𝐳), ∫𝐺 𝑑𝐳 < ∞인 𝐺가 있으면 지배수렴으로 미분과

적분의 순서를 바꿀 수 있다 [T6]. 그러면 ∇𝑔 = ∫∇𝑓 𝑑𝐳 = ∫(∇ log 𝑓) 𝑓 𝑑𝐳이다. (b) ∇ℓ = ∇𝑔
𝑔
=

∫(∇ log 𝑓)𝑓
𝑔
𝑑𝐳 = ∫∇ log 𝑓(𝐲, 𝐳; 𝜽) 𝑘(𝐳 ∣ 𝐲; 𝜽) 𝑑𝐳 = 𝐸𝜽[∇ log 𝑓(𝐲, 𝐙; 𝜽) ∣ 𝐲]. (c) ∇𝜽𝑄(𝜽 ∣ 𝜽′) =

∫∇ log 𝑓(𝐲, 𝐳; 𝜽) 𝑘(𝐳 ∣ 𝐲; 𝜽′) 𝑑𝐳이다. 가중치가 𝜽에 의존하지 않으므로 미분이 log 𝑓에만 걸린다.

𝜽′ = 𝜽로 두면 (b)의 식이다. (d) 연습 2.2로 𝐸[𝑥2 ∣ 𝐲] =
125𝜃
2+𝜃

이다. 완전 자료 점수는 𝑥2에 대해

일차식이므로 𝐸[𝑥2+34
𝜃

|| 𝐲] − 38
1−𝜃

= 125
2+𝜃

+ 34
𝜃
− 38

1−𝜃
이고, 관측 점수와 같다.

3절

연습 3.1 문제 18쪽

𝐻(𝜽 ∣ 𝜽′) − 𝐻(𝜽′ ∣ 𝜽′) = 𝐸𝜽′ log
𝑘(𝐙;𝜽)
𝑘(𝐙;𝜽′)

≤ log𝐸𝜽′
𝑘(𝐙;𝜽)
𝑘(𝐙;𝜽′)

= log∫𝑘(𝐳; 𝜽) 𝑑𝐳 ≤ 0 (Jensen, log는
오목).

연습 3.2 문제 18쪽

EM 사상 𝑇(𝜃) = 𝑢(𝜃)+34
𝑢(𝜃)+72

, 𝑢 = 125𝜃
2+𝜃

에서 𝑇 ′ = 38𝑢′

(𝑢+72)2
, 𝑢′ = 250

(2+𝜃)2
. ̂𝜃 = 0.6268에서 𝑢 = 29.83,

𝑢′ = 36.23이므로 𝑇 ′ = 38⋅36.23
101.832

= 0.1328. Louis: 𝑞 = ̂𝜃/(2 + ̂𝜃) = 0.2386, Var(𝑥2 ∣ 𝐲) =
125𝑞(1−𝑞) = 22.71, 𝐼𝑚 = 22.71/0.62682 = 57.8. 𝐼𝑐 =

𝑢+34
̂𝜃2
+ 38

(1− ̂𝜃)2
= 162.4+ 272.9 = 435.3이고

57.8/435.3 = 0.1328.
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연습 3.3 문제 18쪽

E단계: 𝐸[𝑇𝑖 ∣ 𝑇𝑖 > 𝑐] = 𝑐 + 𝜃𝑡이므로 완전 자료 합의 기댓값은 ∑𝑦𝑖 + (𝑛 − 𝑟)𝜃𝑡. M단계는 완전

자료MLE(합/𝑛)이다. 고정점 𝜃 = 1
𝑛
(∑𝑦𝑖+(𝑛−𝑟)𝜃)를 풀면 𝜃 = ∑𝑦𝑖/𝑟. 사상의 미분이 (𝑛−𝑟)/𝑛

이다. ̂𝜃에서 𝐼𝑐 = 𝐸[−ℓ″𝑐 ∣ 𝑦] = − 𝑛
𝜃2
+ 2(∑𝑦𝑖+(𝑛−𝑟)𝜃)

𝜃3
= 𝑛

𝜃2
, 𝐽 = 𝑟

𝜃2
이므로 𝐼𝑚/𝐼𝑐 = (𝑛 − 𝑟)/𝑛.

연습 3.4 문제 18쪽

정리 3.2의 증명에서 M단계가 쓰인 곳은 첫 괄호가 0이상이라는 것뿐이다.

연습 3.5 문제 18쪽

(a) 𝑓(𝐲, 𝐳; 𝜽) = 𝑔(𝐲; 𝜽) 𝑘(𝐳 ∣ 𝐲; 𝜽)에 로그를 취한다. 평균하면 𝐸𝑞 log 𝑓(𝐲, 𝐙; 𝜽) = ℓ(𝜽)+𝐸𝑞 log 𝑘(𝐙 ∣
𝐲; 𝜽)이다. ℓ은 𝐳에 의존하지 않으므로 평균해도 그대로다. (b) 양변에서 𝐸𝑞 log 𝑞를 빼면 ℱ(𝑞, 𝜽) =
ℓ(𝜽)+𝐸𝑞 log

𝑘(𝐙∣𝐲;𝜽)
𝑞(𝐙)

= ℓ(𝜽)−𝐷(𝑞 ‖ 𝑘(⋅ ∣ 𝐲; 𝜽)). (c) Gibbs부등식으로 𝐷 ≥ 0이고 등호는 𝑞 = 𝑘(⋅ ∣
𝐲; 𝜽)일 때뿐이다. 따라서 ℓ ≥ ℱ이고 등호 조건도 같다. (d) 𝜽𝑡를 고정하면 ℓ(𝜽𝑡)는 상수이므로

ℱ의 최대화는 𝐷(𝑞‖𝑘(⋅ ∣ 𝐲; 𝜽𝑡))의 최소화이고, 답은 𝑞 = 𝑘(⋅ ∣ 𝐲; 𝜽𝑡)다. 숨은 자료의 조건부분포를

구하는 것이 E단계다.

연습 3.6 문제 18쪽

(a) 𝜽𝑡+1은 𝑄(⋅ ∣ 𝜽𝑡)의 최대점이고 내점이며 𝑄가 미분가능하므로, 최대점에서 기울기는 𝟎이다.

(b) ∇1𝑄가 두 인수에 대해 연속이므로 𝟎 = ∇1𝑄(𝜽𝑡+1 ∣ 𝜽𝑡) → ∇1𝑄(𝜽∗ ∣ 𝜽∗)이다. (c) 명제 2.5의
둘째 등식에서 𝜽 = 𝜽∗로 두면 ∇ℓ(𝜽∗) = ∇1𝑄(𝜽∗ ∣ 𝜽∗) = 𝟎이다. (d) 예제 4.4에서 모든 성분이

같은 ( ̄𝑦, 𝜎̂2)인 점은 EM이 떠나지 않는 고정점이고, 연습 4.2으로 정류점이다. 그러나 두 성분의

평균을 반대 방향으로 조금 벌리면 가능도가 늘어나는 자료가 많으므로(대개 안장점) 최대점이

아니다. 따름정리는 극한이 정류점이라는 것만 말한다.

4절

연습 4.1 문제 21쪽

𝑄에서 𝜎2𝑘에 관한 부분은∑𝑖 𝑟𝑖𝑘[−
1
2
log 𝜎2𝑘−

(𝑦𝑖−𝜇𝑘)2

2𝜎2𝑘
]이고, 미분하면 − 𝑛𝑘

2𝜎2𝑘
+ ∑𝑟𝑖𝑘(𝑦𝑖−𝜇𝑘)2

2𝜎4𝑘
= 0. 여

러 변수이면∑𝑖 𝑟𝑖𝑘[−
1
2
log det Σ𝑘−

1
2
(𝐲𝑖−𝝁𝑘)′Σ−1𝑘 (𝐲𝑖−𝝁𝑘)]을 Σ−1𝑘 로 미분해

𝑛𝑘
2
Σ𝑘−

1
2
∑𝑟𝑖𝑘(𝐲𝑖−

𝝁𝑘)(𝐲𝑖 − 𝝁𝑘)′ = 0.
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연습 4.2 문제 21쪽

모든 성분이 ( ̄𝑦, 𝜎̂2)이면 𝑟𝑖𝑘 = 𝜋𝑘. 𝜕ℓ/𝜕𝜇𝑘 = 𝜋𝑘∑(𝑦𝑖 − ̄𝑦)/𝜎̂2 = 0, 𝜕ℓ/𝜕𝜎2𝑘 = 𝜋𝑘[−
𝑛
2𝜎̂2

+
∑(𝑦𝑖− ̄𝑦)2

2𝜎̂4
] = 0. 𝜋𝑘 방향은 혼합 밀도가 𝜑(𝑦; ̄𝑦, 𝜎̂2)로 𝜋에 무관하므로 0이다.

연습 4.3 문제 21쪽

𝑟𝑖 =
𝜋𝑝(𝑦𝑖 ;𝜆1)

𝜋𝑝(𝑦𝑖 ;𝜆1)+(1−𝜋)𝑝(𝑦𝑖 ;𝜆2)
, 𝜋 = 1

𝑛
∑𝑟𝑖, 𝜆1 =

∑𝑟𝑖𝑦𝑖
∑𝑟𝑖

, 𝜆2 =
∑(1−𝑟𝑖)𝑦𝑖
∑(1−𝑟𝑖)

. 도수 자료이면 각 값에 도수를

무게로 곱한다.

연습 4.4 문제 21쪽

𝑒−1000은 배정밀도에서 0이므로 log(0+0) = −∞. logsumexp는 −1000+log(1+𝑒−1) = −999.687.
두 성분 모두에서 먼 관측은 두 밀도가 모두 0으로 밑돌아 책임이 0/0이 된다. 로그에서 최댓값을

빼면 상대적인 크기가 보존된다.

5절

연습 5.1 문제 25쪽

𝐸𝑋𝑘 = 𝜋𝐸[𝑋𝑘 ∣ 𝑍 = 1] + (1 −𝜋)𝐸[𝑋𝑘 ∣ 𝑍 = 2](전확률). 𝑚1 = 𝜇, 𝑚2 = 𝜇2 +𝜎2, 𝑚3 = 𝜇3 + 3𝜇𝜎2,
𝑚4 = 𝜇4 + 6𝜇2𝜎2 + 3𝜎4.

연습 5.2 문제 25쪽

6차 표준적률의 표준오차를 √V̂ar(𝑍6)/𝑛으로 어림하면 약 2.6인데, 두 해의 차이는 0.24다. 여섯

째 적률은 다섯 적률보다 훨씬 흔들리는 통계량이어서 이 기준으로는 두 해를 거의 가를 수 없다.

프로파일 가능도(예제 5.4)도 같은 말을 한다.

연습 5.3 문제 25쪽

각 관측은 어느 칸에 들어갔는지만 알려 주므로 칸 𝑗의 확률 𝑃(𝑎𝑗 < 𝑌 ≤ 𝑏𝑗)가 그 관측의 가능도

다. 폭 ℎ의 칸이면 𝑃 ≈ ℎ 𝑔(𝑐𝑗) (𝑐𝑗는 가운데 값)이므로 가능도는 ℎ𝑛∏𝑔(𝑐𝑗)𝑛𝑗 이고, ℎ𝑛은 모수에

의존하지 않는다.

연습 5.4 문제 25쪽

두 성분의 상관계수는 0.29(짧은 분출)와 0.38(긴 분출)이다. 전체 상관계수 0.90의 대부분은 무리

사이의 차이에서 온다. 무리 안의 상관은 약하다. 5회의 Galton 자료와 8회의 Berkeley에서 본
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것처럼, 섞인 집단의 상관은 집단 안의 상관과 다를 수 있다.

6절

연습 6.1 문제 28쪽

𝜎 → 0이면 어떤 𝜇𝑘와도 같지 않은 관측 𝑦𝑖의 혼합 밀도는∑𝜋𝑘𝜑(𝑦𝑖; 𝜇𝑘, 𝜎2) ≤
1

√2𝜋𝜎
𝑒−𝛿2/(2𝜎2) → 0

(𝛿는 가장 가까운 평균까지의 거리)이다. 서로 다른 값이 𝐾개보다 많으면 그런 관측이 늘 있다.

그 관측의 로그밀도가 −∞로 가는 속도(−𝛿2/(2𝜎2))가 평균 위의 관측의 증가 속도(− log 𝜎)보다

빠르므로 위로 유계다. (𝛿가 0으로 가는 경우도 𝜇𝑘가 많아야 𝐾개의 값에만 붙을 수 있다는 것으로

같은 논증이 된다.)

연습 6.2 문제 28쪽

𝜎1 → 0이면 𝜎2 ≤ 𝜎1/𝑐 → 0이다. 그러면 연습 6.1의 논증이 그대로 쓰여, 어느 평균에도 붙지 않은

관측의 밀도가 지수적으로 0으로 간다. 두 분산이 모두 0에서 떨어져 있으면 밀도는
1

√2𝜋min𝜎𝑘
이하로 유계다.

연습 6.3 문제 28쪽

로그가능도는 𝐾 = 1, 2, 3에서 −421.4, −276.4, −267.9이고 모수의 수는 3𝐾−1이다. AIC는 846.8,
562.7, 551.8로 𝐾 = 3을, BIC는 854.1, 580.8, 580.6으로 𝐾 = 2와 3을 거의 같게 본다. 셋째 성분

(비율 0.15, 평균 3.73, 표준편차 0.54)은 긴 분출 무리의 왼쪽 꼬리를 맞춘다. 정보 기준도 성분

수의 문제를 완전히 풀지 못한다(6.2절).

연습 6.4 문제 28쪽

(a) 두 항이 모두 0 이상이므로 합은 각 항보다 크거나 같다. (b) 관측 1에는 첫 항, 나머지에는

둘째 항을 쓰면 ℓ(𝜽) = ∑𝑖 log 𝑔(𝑦𝑖) ≥ log(𝜋𝜑(𝑦1; 𝑦1, 𝜎21 )) + ∑𝑖≥2 log((1 − 𝜋)𝜑(𝑦𝑖; 𝜇2, 𝜎22))이고,

𝜑(𝑦1; 𝑦1, 𝜎21 ) =
1

√2𝜋𝜎1
이다. (c) 첫 항 log 𝜋 − 1

2
log 2𝜋 − log 𝜎1은 𝜎1 → 0에서 +∞로 가고, 둘째

합은 𝜎1에 의존하지 않는 유한한 값이다. 둘째 합이 고정되어 있어야 첫 항의 발산이 다른 관측의

손실로 상쇄되지 않는다. (d) 분산이 같으면 𝜎1 → 0일 때 𝜎2 → 0이어서 둘째 합의 각 항이 −∞로

간다. 어느 평균에도 놓이지 않은 관측의 로그밀도는 −𝛿2/(2𝜎2)의 속도로 줄어 − log 𝜎의 증가를

이긴다(연습 6.1의 풀이).
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7절

연습 7.1 문제 30쪽

Var 𝑆 𝑖 = Var𝑋𝑖1 + Var𝑋𝑖2 + 2Cov = 2(𝜏2 + 𝜎2) + 2𝜏2. 1
𝑛
∑(𝑆 𝑖 − ̄𝑆)2 < 2𝜎̂2이면 식의 ̂𝜏2이

음수다. 𝜏2이 작으면 이 확률이 크다. 그때 MLE는 경계 ̂𝜏2 = 0이고, 𝜎2은 𝐷와 𝑆를 함께 써서

다시 추정한다(모든 𝑋𝑖𝑗가 같은 평균의 iid가 된다).

연습 7.2 문제 30쪽

log 𝑝(𝜇 ∣ 𝐱) = − (𝜇−𝑚)2

2𝜏2
− (𝑥1−𝜇)2+(𝑥2−𝜇)2

2𝜎2
+상수는 𝜇의 이차식이고, 𝜇2의 계수 − 1

2
( 1
𝜏2
+ 2

𝜎2
)와 𝜇

의 계수
𝑚
𝜏2
+ 𝑥1+𝑥2

𝜎2
에서 분산 𝑣와 평균 𝑣(𝑚

𝜏2
+ 𝑥1+𝑥2

𝜎2
)가 나온다.

연습 7.3 문제 30쪽

𝑣 = 𝜏2𝜎2/2
𝜏2+𝜎2/2

이므로 𝜇̃𝑖 =
𝜎2/2

𝜏2+𝜎2/2
𝑚 + 𝜏2

𝜏2+𝜎2/2
̄𝑋𝑖. 𝜏2 → 0이면 𝑚(모두 같은 사람), 𝜏2 → ∞이면

̄𝑋𝑖(각자의 평균).

연습 7.4 문제 30쪽

(a) 𝜇𝑖 ∼ 𝒩(𝑚, 𝜏2), 𝜀𝑖1, 𝜀𝑖2
iid∼ 𝒩(0, 𝜎2)이 독립이면 (𝑋𝑖1, 𝑋𝑖2)는 독립 정규 벡터 (𝜇𝑖, 𝜀𝑖1, 𝜀𝑖2)의 선형변

환이므로 이변량 정규다(5회 정리 3.8). 𝐸𝑋𝑖𝑗 = 𝑚, Var𝑋𝑖𝑗 = 𝜏2+𝜎2, Cov(𝑋𝑖1, 𝑋𝑖2) = Var 𝜇𝑖 = 𝜏2.
(b) (𝐷𝑖, 𝑆 𝑖)도 선형변환이므로 이변량 정규다. Cov(𝐷𝑖, 𝑆 𝑖) = Var 𝑋𝑖1 − Var𝑋𝑖2 = 0이므로 5
회 정리 3.11로 독립이다. Var𝐷𝑖 = 2(𝜏2 + 𝜎2) − 2𝜏2 = 2𝜎2, Var 𝑆 𝑖 = 2(𝜏2 + 𝜎2) + 2𝜏2 =
4𝜏2 + 2𝜎2이고 𝐸𝐷𝑖 = 0, 𝐸𝑆 𝑖 = 2𝑚. (c) 쌍들은 독립이고 각 쌍에서 𝐷𝑖 ⟂ 𝑆 𝑖이므로 결합밀도는

∏𝑖 𝜑(𝐷𝑖; 0, 2𝜎2) ⋅ ∏𝑖 𝜑(𝑆 𝑖; 2𝑚, 4𝜏2 + 2𝜎2)이다. (𝑋𝑖1, 𝑋𝑖2) ↦ (𝐷𝑖, 𝑆 𝑖)의 Jacobian은 상수이므로

가능도는 이 곱과 상수배만 다르다. 평균이 0인 정규 표본의 분산 MLE는
1
𝑛
∑𝐷2

𝑖 , 평균이 미지인

정규 표본의 분산 MLE는
1
𝑛
∑(𝑆 𝑖 − ̄𝑆)2이고, 평균의 MLE는 ̄𝑆이다. (d) 𝑎 = 2𝜎2, 𝑏 = 4𝜏2 + 2𝜎2

에서 𝜎2 = 𝑎/2, 𝜏2 = (𝑏 − 𝑎)/4로 되돌릴 수 있으므로 일대일이다. 불변성으로 𝜎̂2 = 1
2𝑛
∑𝐷2

𝑖 ,

𝑚̂ = ̄𝑆/2, ̂𝜏2 = 1
4
( 1
𝑛
∑(𝑆 𝑖 − ̄𝑆)2 − 2𝜎̂2)이다. 이 변환이 모수공간 {𝜎2 > 0, 𝜏2 ≥ 0} 안에 머물려면

𝑏 ≥ 𝑎여야 하므로, 추정값이 그 조건을 만족할 때만 이 식이 MLE다(연습 7.1). (e) 𝐷2
𝑖 는 평균

2𝜎2인 iid이므로 Khinchin으로
1
𝑛
∑𝐷2

𝑖
𝑃−→ 2𝜎2, 따라서 𝜎̂2 𝑃−→ 𝜎2이다. 쌍의 수와 함께 늘어나는

모수가 없다.
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연습 8.1 문제 33쪽

𝐸𝑞 log 𝑓 − 𝐸𝑞 log 𝑞 = 𝐸𝑞 log 𝑝𝜽(𝐱 ∣ 𝐙) + 𝐸𝑞 log
𝑝(𝐙)
𝑞(𝐙)

이고 둘째 항이 −𝐷(𝑞‖𝑝). 정규끼리이면

𝐸𝑞 log 𝑞 = − 1
2
log(2𝜋𝑠2) − 1

2
, 𝐸𝑞 log 𝑝 = − 1

2
log 2𝜋− 1

2
(𝜇2+𝑠2)이므로 𝐷 = 1

2
(𝜇2+𝑠2−1− log 𝑠2).

연습 8.2 문제 33쪽

배정 단계는 각 관측의 항을 가장 가까운 평균으로 바꾸므로 줄이거나 그대로다. 평균 단계는 각

무리 안에서∑‖𝐲𝑖−𝐜‖2를 최소화하는 𝐜가 평균이므로 줄이거나 그대로다. 배정의 가짓수가 유한

(𝐾𝑛)이고 𝑊가 엄밀히 줄지 않으면 배정이 바뀌지 않으므로 유한 번 안에 멈춘다.

연습 8.3 문제 33쪽

𝑟𝑖1 = (1 + exp(− (𝑦𝑖−𝜇2)2−(𝑦𝑖−𝜇1)2

2𝜎2
))−1이고 (𝑦 − 𝜇2)2 − (𝑦 − 𝜇1)2 = 2(𝜇1 − 𝜇2)(𝑦 −

𝜇1+𝜇2
2

).

연습 8.4 문제 33쪽

(a) 비율이 같으므로 𝜋𝑘는 약분된다. 분자와 분모를 exp(−𝑑2𝑖𝑘/(2𝜎2))로 나누면 분자는 1,분모는

∑𝑗 exp(−(𝑑2𝑖𝑗 − 𝑑2𝑖𝑘)/(2𝜎2))이다. (b) 𝑘 = 𝑘∗이면 𝑗 ≠ 𝑘∗에서 𝑑2𝑖𝑗 − 𝑑2𝑖𝑘∗ > 0이므로 그 항은

𝜎 → 0에서 0으로 간다. 𝑗 = 𝑘∗인 항은 1이므로 𝑟𝑖𝑘∗ → 1. (c) 𝑘 ≠ 𝑘∗이면 𝑗 = 𝑘∗인 항의 지수

−(𝑑2𝑖𝑘∗ − 𝑑2𝑖𝑘)/(2𝜎2)이 +∞로 가므로 분모가 무한대로 가고 𝑟𝑖𝑘 → 0. (d) 책임은 무리 배정의 지

시함수로 가고 𝑛𝑘는 무리 𝑘의 관측 수로 간다. 무리가 비어 있지 않으면
∑𝑖 𝑟𝑖𝑘𝐲𝑖
∑𝑖 𝑟𝑖𝑘

는 무리 평균으로

간다. 무리가 비면 𝑛𝑘 → 0이어서 평균이 정해지지 않는다. 𝑘-평균에서는 그 평균을 그대로 두거나

다시 고른다. (e) 𝑟𝑖1 = 𝑟𝑖2 →
1
2
이고 나머지는 0으로 간다. 거리가 같은 두 평균이 관측을 반씩

나눠 갖는다.
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