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이노트를쓰는법

이 노트는 다른 책 없이 읽도록 썼다. 쓰이는 정의와 정리는 모두 이 노트나 앞 회차의 노트에서

증명한다. 이 과정의 범위를 넘어 증명하지 않는 사실은 증명없이쓰는사실상자에 따로 밝힌다.

각 절은 역사 → 정의 · 정리 → 증명 → 그림 → 연습문제 순서다. 핵심 정리의 증명은 번호 붙은

단계 1 2 3 으로 쓰고, 단계마다 오른쪽 끝에 근거(앞 정리의 번호나 도구)를 단다. 극한과 기

댓값의 순서를 바꾸거나 적분가능성이 필요한 곳에는 조건확인단락이 붙는다. 읽을 때는 근거를

가리고 “왜 이 단계가 성립하는가”를 먼저 말해 본다. 나머지 정리는 증명 전략만 적고, 증명을

소문항으로 나눈 유도형연습으로 돌린다. 이 연습은 건너뛰지 않고 손으로 쓴다.

근거에 붙은 [T1]–[T8]은 별책 증명 도구 상자의 도구 번호다. 이 회차에서는 [T1] 원소 추적, [T2]

대우, [T4]부등식, [T5]극한과 상극한, [T6]적분의 순서, [T8] Taylor전개를 쓴다.

연습문제는 소절 끝에 모여 있다. 난이도는★계산·확인,★★증명·응용,★★★도전이다. 모든

문제의 풀이가 부록 A에 있고, 문제 끝의풀이○○쪽을 누르면 그 쪽으로 간다. 손으로 푸는 문제는

따로 워크북(계산 드릴, 빈칸 증명, 증명 문제, 퀄형)에 모았다.

상자의뜻

정의 대상을 처음 정하는 문장. 왼쪽 선이 보라다.

정리 증명할 주장(정리·보조정리·따름정리·명제). 왼쪽 선이 빨강이다.

예제 숫자를 넣어 끝까지 계산해 보는 곳. 왼쪽 선이 파랑이다.

가정주의 빼면 정리가 무너지는 가정. 왼쪽 선이 주황이다.

증명없이쓰는사실 (예) 이 과정에서 증명하지 않고 쓰는 결과. 무엇이 참인지, 왜 그럴듯한

지, 어디서 증명되는지를 밝힌다.

역사 그 개념이 태어난 사람과 문제. 회색 선 옆의 작은 글씨다.

연습 소절 끝의 연습문제. 가는 청록 선이고, 끝에 풀이가 있는 쪽 번호가 붙는다.

색의 뜻 수식과 그림에서 보라는 모수, 청록은 데이터·확률변수, 파랑은 통계량, 빨강은 핵심

결론이다. 노트북과 같은 색이다.
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수리통계학 7회 · 극한의언어 0 들어가며

0
들어가며

여는질문. 사람의 키, 측정의 오차, 동전 백 번의 앞면 수, 효모 세포의 수(4회), 범죄자 넷의

평균 키(6회)는 모두 종 모양으로 흩어진다. 왜 그토록 많은 것이 같은 모양인가? 그리고 왜

어떤 것은 그렇지 않은가?

5회에서 de Moivre(1733)는 동전 던지기의 앞면 수가 정규곡선을 따른다는 것을 계산했다.

Laplace(1810)는 이것을 어떤 작은 오차들의 합에도 넓혔다. 각 오차의 분포가 무엇이든, 독립인

오차를 많이 더하면 합은 정규분포에 가까워진다. 이것이 중심극한정리다. 그런데 Poisson(1824)
은 이상한 분포를 하나 찾아냈다. 그 분포를 따르는 관측은 아무리 많이 평균해도 관측 하나보다

나아지지 않는다. 정리에는 조건이 있었다.

이 노트는 “𝑛이 크면 대략 정규”라는 말을 정확하게 만든다. 확률변수의 수열이 “수렴한다”는

말에는 두 가지 뜻이 있다(1–2절). 중심극한정리는 mgf로 증명하고(3절), Slutsky의 정리와 델타

방법으로 표본평균의 함수까지 넓힌다(4절). 다변량으로 가면 8회의 𝜒2 검정이 준비된다(5절).

그리고 이 극한 정리들이 Monte Carlo시뮬레이션의 오차를 말해 준다(6절). Buffon(1777)의 바

늘에서 Los Alamos(1949)의 컴퓨터까지, 난수로 계산하는 방법은 중심극한정리 덕분에 “얼마나

틀릴 수 있는지”를 함께 내놓는다. 7절은 분산이 무한한 분포에서 정리가 무너지는 모습을 보고,

8절은 미니배치 경사의 잡음과 MC dropout에서 같은 정리를 만난다.

학습목표

1. 확률수렴과 분포수렴을 정의하고 둘의 관계를 증명한다. 평균만 있으면 성립하는 Khinchin
의 대수의 법칙을 증명한다.

2. mgf로 중심극한정리를 증명하고, Berry–Esseen한계로 근사의 속도를 말한다.

3. Slutsky의 정리와 델타 방법을 증명하고, 스튜던트화한 평균·로그 오즈·분산 안정화 변환에

쓴다.

4. 다변량 중심극한정리를 선형결합의 mgf로 증명하고 다항분포에 쓴다.

5. Monte Carlo 적분의 신뢰구간, 기각 표집, 중요도 표집을 증명하고 구현한다. 분산이 무한할

때 무엇이 달라지는지 시뮬레이션으로 본다.
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수리통계학 7회 · 극한의언어 0 들어가며

도구 (1–6회)
Chebyshev mgf의 전개와 유일성 독립합의 mgf Cramér–Wold

연속사상 (정리 1.3)
𝑔(𝑌𝑛)

𝑃−→ 𝑔(𝑐)

Khinchin (정리 1.6)
평균만 있으면

𝑆𝑛
𝑃−→ 𝜎

(따름정리 1.7)

분포수렴 (정의 2.1)
𝑃−→⇒ 𝐷−→ (정리 2.3)

확률적 유계
(정리 2.5)

mgf 수렴
(2.3절의 상자)

중심극한정리
(정리 3.1)

Berry–Esseen
Lindeberg (3.3절)

다변량 CLT
(정리 5.2)

Slutsky (정리 4.2)
𝐴𝑛 + 𝐵𝑛𝑋𝑛

스튜던트화 (4.3)
𝑋̄𝑛−𝜇
𝑆𝑛/√𝑛

𝐷−→ 𝒩(0, 1)

델타 방법
(정리 4.4 · 5.4)

9회 적률법의 일치성
7절 Pareto의 느린 수렴

Gumbel · Poisson 극한
연속사상 (상자)

8회 𝜒2 적합도 검정
미니배치 기울기의 잡음

6절 Monte Carlo 구간
9회 MLE의 점근정규성

그림 0.1 이번 회차 정리들의 의존 관계. 화살표는 “증명에 쓰인다”는 뜻이다.

0.1 1–6회에서가져오는것

앞회차 내용

2회 정의 6.1 · 정리 5.3 · 6.3 확률수렴, Chebyshev부등식, 분산이 있을 때의 대수의 법칙

2회 정리 3.3 · 3.6 · 3.3절의 상자 mgf의 미분은 적률, 아핀변환과 독립합의 mgf, mgf가 같으면 분포가

같다

2회 정리 4.7 · 정리 8.1 확률적분변환(역함수 표집), Chernoff한계

3회 정리 4.2 · 6.3 공분산의 계산, Var ̄𝑋 = 𝜎2/𝑛

4회 정리 2.3 · 3.7 이항의 Poisson극한, 감마의 mgf

5회 따름정리 1.3 · 정리 3.8 · 3.10 적분형 de Moivre–Laplace, 다변량 정규의 선형변환, Cramér–Wold
판정

6회 정리 3.3 · 3.4 · 7절 𝑡(𝑟) → 𝒩(0, 1), Student의 𝑡, 비정규 모집단에서의 포함확률

0.2 표기

𝑋1, 𝑋2,… 가 독립이고 같은 분포를 따르면 “iid수열”이라 하고, 평균 𝜇, 분산 𝜎2, 표본평균 ̄𝑋𝑛 =
1
𝑛
∑𝑛

𝑖=1 𝑋𝑖로 쓴다. Φ와 𝜙는 표준정규의 분포함수와 밀도, 𝑧𝑝는 위쪽 𝑝 분위수다(𝑧0.025 = 1.960).

수렴의 기호는 확률수렴
𝑃−→, 분포수렴

𝐷−→이다. 함수 𝐹의 연속점은 𝐹가 연속인 점이다.
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수리통계학 7회 · 극한의언어 1 확률수렴— Buffon의 바늘과대수의법칙

1
확률수렴—Buffon의바늘과대수의법칙

1.1 Buffon의 바늘 (1777)

역사 박물학자 Buffon은 1733년 파리 과학 아카데미에서 이런 문제를 냈고, 풀이는 1777년 Essai
d’arithmétique morale에 실었다. 폭 𝑑의 널빤지를 깐 마루에 길이 ℓ ≤ 𝑑인 바늘을 아무렇게나 던진다.

바늘이 널빤지의 이음매에 걸칠 확률은 얼마인가? 답에 𝜋가 나온다. 그러면 거꾸로, 바늘을 많이 던져

𝜋를 잴 수 있다. Laplace(1812)가 이것을 지적했고, 19세기에 여러 사람이 실제로 던졌다. 난수로

계산하는 방법, 곧 Monte Carlo의 가장 오래된 예다.

이음매

𝑑

𝑋Θℓ
2
sinΘ

걸친다 ⟺ 𝑋 ≤ ℓ
2
sinΘ

𝑋 ∼ U(0, 𝑑
2
), Θ ∼ U(0, 𝜋

2
), 독립

𝜃

𝑥

𝜋
2

𝑑
2
ℓ
2

걸침

넓이의비 = (ℓ/2) ⋅ 1
(𝑑/2)(𝜋/2) =

2ℓ
𝜋𝑑

그림 1.1 바늘이 이음매에 걸치는 조건. 중심에서 가장 가까운 이음매까지의 거리 𝑋가 바늘 반쪽의 수직

성분
ℓ
2
sinΘ보다 작으면 걸친다. 오른쪽: (Θ, 𝑋)의 직사각형에서 걸치는 영역(색칠)의 넓이 비가

2ℓ
𝜋𝑑

이다.
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정리 1.1 (Buffon의 바늘) 바늘의 중심에서 가장 가까운 이음매까지의 거리 𝑋와 바늘이 이음

매와 이루는 예각 Θ가 독립이고 각각 U(0, 𝑑
2
), U(0, 𝜋

2
)이면, ℓ ≤ 𝑑일 때

𝑃(바늘이 이음매에 걸친다) = 2ℓ
𝜋𝑑 .

증명. 전략 걸치는 사건을 (𝑋,Θ)의 부등식 𝑋 ≤ ℓ
2
sinΘ로 쓰고, 독립에서 나오는 결합밀도를 그

영역 위에서 적분한다. 단계별 증명은 연습 1.6(유도형)에서 직접 쓴다. 완성된 증명은 부록 A의

풀이 43쪽에 있다.

𝑛번 던져 𝐾𝑛번 걸쳤다면
𝐾𝑛
𝑛

≈ 2ℓ
𝜋𝑑

이므로 𝜋의 추정값은 𝜋̂𝑛 = 2ℓ𝑛
𝑑𝐾𝑛

이다. 이것이 𝜋로 “수렴”

한다는 것은 무슨 뜻인가?

1.2 확률수렴

2회 정의 6.1에서 확률변수 수열이 상수로 확률수렴하는 것을 정의했다. 극한이 확률변수인 경우

까지 넓힌다.

정의 1.2 (확률수렴) 같은 확률공간의 확률변수 𝑌1, 𝑌2,… 와 𝑌 가 모든 𝜀 > 0에 대해

lim𝑛→∞ 𝑃(|𝑌𝑛 − 𝑌| ≥ 𝜀) = 0을 만족하면 𝑌𝑛
𝑃−→ 𝑌 라 쓴다. 𝑌 가 상수 𝑐이면 2회 정의

6.1이다.

정리 1.3 (연속사상정리 (확률수렴))

(a) 𝑌𝑛
𝑃−→ 𝑐이고 𝑔가 𝑐에서 연속이면 𝑔(𝑌𝑛)

𝑃−→ 𝑔(𝑐).
(b) 𝑌𝑛

𝑃−→ 𝑎, 𝑊𝑛
𝑃−→ 𝑏이고 𝑔 ∶ ℝ2 → ℝ가 (𝑎, 𝑏)에서 연속이면 𝑔(𝑌𝑛,𝑊𝑛)

𝑃−→ 𝑔(𝑎, 𝑏).

증명. 전략 𝑔의 연속성에서 주어진 𝜀에 맞는 𝛿를 얻고, “𝑔의 값이 멀다”는 사건을 “입력 가운데

하나가 멀다”는 사건으로 덮는다. (a)는 (b)의 특수한 경우다.

1 𝜀 > 0을 잡는다. 𝑔가 (𝑎, 𝑏)에서 연속이므로 𝛿 > 0이 있어 |𝑦 − 𝑎| < 𝛿이고 |𝑤 − 𝑏| < 𝛿이면

|𝑔(𝑦, 𝑤) − 𝑔(𝑎, 𝑏)| < 𝜀이다. 연속의정의 [T5]

2 1 의 대우를 사건으로 쓰면 {|𝑔(𝑌𝑛,𝑊𝑛) − 𝑔(𝑎, 𝑏)| ≥ 𝜀} ⊂ {|𝑌𝑛 − 𝑎| ≥ 𝛿} ∪ {|𝑊𝑛 − 𝑏| ≥ 𝛿}
이다. 대우 [T2], 원소 추적 [T1]

3 확률을 취한다.

𝑃(|𝑔(𝑌𝑛,𝑊𝑛) − 𝑔(𝑎, 𝑏)| ≥ 𝜀) ≤ 𝑃(|𝑌𝑛 − 𝑎| ≥ 𝛿) + 𝑃(|𝑊𝑛 − 𝑏| ≥ 𝛿). 1회 정리 4.3(d)(g)

4 오른쪽의 두 항은 가정으로 𝑛 → ∞에서 0으로 간다. 𝜀은 임의였으므로 𝑔(𝑌𝑛,𝑊𝑛)
𝑃−→ 𝑔(𝑎, 𝑏)

이다. 정의 1.2
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5 (a)는 𝑔(𝑦, 𝑤) = 𝑔(𝑦), 𝑊𝑛 = 𝑏 = 0으로 둔 (b)다. (b)

따름정리 1.4 (확률수렴의 사칙연산) 𝑌𝑛
𝑃−→ 𝑎, 𝑊𝑛

𝑃−→ 𝑏이면 𝑌𝑛 + 𝑊𝑛
𝑃−→ 𝑎 + 𝑏, 𝑌𝑛𝑊𝑛

𝑃−→ 𝑎𝑏
이고, 𝑏 ≠ 0이면 𝑌𝑛/𝑊𝑛

𝑃−→ 𝑎/𝑏.

증명. 𝑔(𝑦, 𝑤) = 𝑦 + 𝑤, 𝑦𝑤, 𝑦/𝑤는 각각 (𝑎, 𝑏)에서 연속이다(마지막은 𝑏 ≠ 0일 때).

예제 1.5 (바늘로 잰 𝜋) 𝐾𝑛/𝑛은 걸칠 확률 𝑝 = 2ℓ
𝜋𝑑

의 시행 𝑛번의 성공 비율이므로 2회 정리

6.2로 𝐾𝑛/𝑛
𝑃−→ 𝑝이다. 𝑔(𝑥) = 2ℓ

𝑑𝑥
는 𝑝 > 0에서 연속이므로 정리 1.3(a)로 𝜋̂𝑛 = 𝑔(𝐾𝑛/𝑛)

𝑃−→
𝑔(𝑝) = 𝜋. 얼마나 빨리 다가가는지는 4절의 델타 방법이 답한다(ℓ = 𝑑, 𝑛 = 1000이면

표준편차 약 0.075).

1.3 평균만있으면— Khinchin의 대수의법칙

2회 정리 6.3은 분산이 유한하다는 가정 아래 Chebyshev 부등식으로 증명했다. 분산이 무한한

분포는 드물지 않다(7절). Khinchin(1929)은 평균만 있으면 충분하다는 것을 보였다. 증명의

착상은 잘라 내기다. 큰 값을 잘라 분산이 있는 변수로 바꾸고, 잘라 낸 부분이 무시할 만함을

보인다.

정리 1.6 (Khinchin의약한대수의법칙) 𝑋1, 𝑋2,… 가 iid이고 𝐸|𝑋1| < ∞, 𝜇 = 𝐸𝑋1이면 ̄𝑋𝑛
𝑃−→

𝜇.

증명. 전략 큰 값을 잘라 분산이 있는 변수로 바꾼다(잘라 내기). 잘라 낸 부분이 확률로도 평균

으로도 무시할 만함을 보이고, 남은 부분에 Chebyshev부등식을 쓴다.

𝑋를 𝑋1과 같은 분포의 변수로 쓰고 𝐸(|𝑋|; 𝐴) = 𝐸(|𝑋| 1𝐴), 𝜏(𝑎) = 𝐸(|𝑋|; |𝑋| > 𝑎)로 둔다.

1 𝑎 → ∞이면 𝜏(𝑎) → 0이다. 𝐸|𝑋| < ∞, 수렴하는적분의꼬리 [T5]

2 𝑛을 고정하고 𝑌 𝑖 = 𝑋𝑖1{|𝑋𝑖| ≤ 𝑛}, 𝑇𝑛 =
1
𝑛
∑𝑛

𝑖=1 𝑌 𝑖로 둔다. 잘라내기

3 ̄𝑋𝑛 ≠ 𝑇𝑛이면 어떤 𝑖에서 |𝑋𝑖| > 𝑛이다. 𝑛 1{|𝑋| > 𝑛} ≤ |𝑋| 1{|𝑋| > 𝑛}이므로

𝑃( ̄𝑋𝑛 ≠ 𝑇𝑛) ≤ 𝑛𝑃(|𝑋| > 𝑛) ≤ 𝐸(|𝑋|; |𝑋| > 𝑛) = 𝜏(𝑛). Boole 부등식, 단조성

4 𝐸𝑇𝑛 − 𝜇 = 𝐸𝑌1 − 𝐸𝑋 = −𝐸(𝑋; |𝑋| > 𝑛)이므로 |𝐸𝑇𝑛 − 𝜇| ≤ 𝜏(𝑛)이다. 2회 정리 1.10

5 아무 𝑀 > 0에 대해 𝑋21{|𝑋| ≤ 𝑛} ≤ 𝑀|𝑋| + 𝑛|𝑋|1{|𝑋| > 𝑀}이다. |𝑋| ≤ 𝑀이면 𝑋2 ≤ 𝑀|𝑋|
이고, 𝑀 < |𝑋| ≤ 𝑛이면 𝑋2 ≤ 𝑛|𝑋|이기 때문이다. 경우나누기 [T4]

5
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6 𝑌 𝑖들은 독립이고 유계이므로 분산이 있다.

Var 𝑇𝑛 =
Var 𝑌1
𝑛 ≤

𝐸(𝑋2; |𝑋| ≤ 𝑛)
𝑛 ≤ 𝑀 𝐸|𝑋|

𝑛 + 𝜏(𝑀). 2회 정리 2.8, 5

7 𝑛이 커서 𝜏(𝑛) < 𝜀/2이면 4 로 |𝐸𝑇𝑛−𝜇| < 𝜀/2이고, {| ̄𝑋𝑛−𝜇| ≥ 𝜀} ⊂ { ̄𝑋𝑛 ≠ 𝑇𝑛}∪{|𝑇𝑛−𝐸𝑇𝑛| ≥
𝜀/2}이다. 따라서

𝑃(| ̄𝑋𝑛 − 𝜇| ≥ 𝜀) ≤ 𝜏(𝑛) + 4
𝜀2 (

𝑀 𝐸|𝑋|
𝑛 + 𝜏(𝑀)). 3 6 , 2회 정리 5.3

8 𝑛 → ∞에서 오른쪽의 상극한은
4
𝜀2
𝜏(𝑀) 이하다. 𝑀은 아무리 크게 잡아도 되므로 1 로

극한은 0이다. [T5]

조건확인 쓴 가정은 𝐸|𝑋| < ∞ 하나다. 분산은 잘라 낸 𝑌 𝑖에만 썼고, |𝑌 𝑖| ≤ 𝑛이므로 모든 적률이

있다. 독립은 6 에서 𝑇𝑛의 분산을 나눌 때 썼다.

따름정리 1.7 (표본적률과표본분산의일치성) 𝑋1, 𝑋2,… 가 iid이고 𝐸|𝑋|𝑘 < ∞이면
1
𝑛
∑𝑋𝑘

𝑖
𝑃−→

𝐸𝑋𝑘이다. 특히 𝜎2 < ∞이면 𝑆2𝑛
𝑃−→ 𝜎2, 𝑆𝑛

𝑃−→ 𝜎.

증명. 전략 적률은 iid 변수 𝑋𝑘
𝑖 의 평균이므로 정리 1.6을 바로 쓴다. 𝑆2𝑛은 두 표본적률의 연속함

수로 쓰고 정리 1.3를 쓴다. 단계별 증명은 연습 1.7(유도형)에서 직접 쓴다. 완성된 증명은 부록

A의 풀이 43쪽에 있다.

따름정리의 가정은 분산의 유한성뿐이다. Chebyshev로 𝑆2𝑛 → 𝜎2을 보이려면 Var 𝑆2𝑛, 곧 4차 적

률이 필요했다(6회 연습 1.2). Khinchin덕분에 적률을 하나 덜 요구한다. 9회에서 이것은 적률법

추정량의 일치성이 된다.

증명 없이 쓰는 사실 (거의 확실한 수렴과 강한 대수의 법칙) 𝑃(lim𝑛 ̄𝑋𝑛 = 𝜇) = 1, 곧 거의 모

든 표본경로에서 ̄𝑋𝑛이 𝜇로 가는 것을 강한 대수의 법칙이라 한다. iid이면 𝐸|𝑋| < ∞가

필요충분조건이다(Kolmogorov, 1933). 확률수렴보다 강한 이 수렴은 측도론의 도구(Borel–
Cantelli 보조정리)가 필요해 이 과정에서는 다루지 않는다. 통계적 추론에 필요한 것은 대

부분 확률수렴과 분포수렴이다.

연습문제

연습 1.1 (Buffon의 국수 ★★) 길이 ℓ인 바늘(길이에 제한 없음)이 이음매와 만나는 횟수 𝑁
의 기댓값이

2ℓ
𝜋𝑑

임을 보여라. (힌트: 바늘을 길이 ℓ/𝑚 ≤ 𝑑인 토막 𝑚개로 나누면 𝑁은 토막

마다의 교차 횟수의 합이다. 기댓값의 선형성.) 휘어진 철사(국수)여도 같다(Barbier, 1860).
풀이 42쪽
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연습 1.2 (연속이 아니면 ★) 𝑌𝑛 = 1/𝑛 (상수)이고 𝑔(𝑦) = 1{𝑦 > 0}이면 𝑌𝑛
𝑃−→ 0이지만

𝑔(𝑌𝑛)↛𝑔(0)임을 보여라. 정리 1.3의 어느 가정이 깨졌나? 풀이 42쪽

연습 1.3 (기댓값은따라오지않는다★) 𝑃(𝑌𝑛 = 𝑛) = 1
𝑛
, 𝑃(𝑌𝑛 = 0) = 1− 1

𝑛
이면 𝑌𝑛

𝑃−→ 0이지만

𝐸𝑌𝑛 = 1임을 보여라. 확률수렴은 꼬리의 드문 큰 값을 보지 않는다. 풀이 42쪽

연습 1.4 (분산이 없는 표본 ★★) 𝑡(2) 분포는 평균이 0이고 분산이 무한하다(6회 정리 3.3).
정리 1.6으로 ̄𝑋𝑛

𝑃−→ 0임을 말하고, 노트북으로 𝑃(| ̄𝑋𝑛| > 0.1)을 𝑛 = 100과 10,000에서 구하라.

2회 정리 6.3은 왜 쓸 수 없나? 풀이 42쪽

연습 1.5 (잘라 내기의 부등식 ★★) 정리 1.6의 증명 5 의 부등식 𝑋21{|𝑋| ≤ 𝑛} ≤ 𝑀|𝑋| +
𝑛|𝑋|1{|𝑋| > 𝑀}을 𝑀 ≥ 𝑛인 경우와 𝑀 < 𝑛인 경우로 나누어 확인하라. 풀이 42쪽

연습 1.6 (Buffon의 바늘증명★ 유도형) 정리 1.1을 다음 순서로 증명하라.

(a) 바늘 반쪽이 이음매에 수직인 방향으로 차지하는 길이가
ℓ
2
sinΘ임을 그림으로 보이고,

걸치는 사건이 {𝑋 ≤ ℓ
2
sinΘ}임을 설명하라.

(b) 𝑋와 Θ가 독립이므로 (𝑋,Θ)의 결합밀도가 직사각형 (0, 𝑑
2
) × (0, 𝜋

2
) 위에서 상수

4
𝜋𝑑

임을

보여라.

(c) ℓ ≤ 𝑑이면 모든 𝜃에서
ℓ
2
sin 𝜃 ≤ 𝑑

2
임을 확인하라. 이 조건이 없으면 (d)의 안쪽 적분은

어떻게 바뀌는가?

(d) 이중적분을 계산해
2ℓ
𝜋𝑑

를 얻어라.

풀이 43쪽

연습 1.7 (표본적률의일치성증명★ 유도형) 따름정리 1.7를 다음 순서로 증명하라.

(a) 𝑋𝑘
1 , 𝑋𝑘

2 ,… 가 iid이고 𝐸|𝑋𝑘
1 | < ∞임을 확인하고 정리 1.6을 써라.

(b) 𝑆2𝑛 =
𝑛

𝑛−1
( 1
𝑛
∑𝑋2

𝑖 − ̄𝑋2
𝑛)임을 보여라.

(c) (a)와 따름정리 1.4로 𝑆2𝑛
𝑃−→ 𝜎2을 얻어라. 상수 수열

𝑛
𝑛−1

은 어떻게 처리하는가?

(d) 제곱근에 정리 1.3(a)를 써서 𝑆𝑛
𝑃−→ 𝜎를 얻어라. 𝜎2 = 0이면 어떻게 되는가?

풀이 43쪽
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2
분포수렴

대수의 법칙은 ̄𝑋𝑛이 𝜇 한점으로 모인다고 말한다. 그 점 주위에서 ̄𝑋𝑛이 어떤 모양으로 흩어지는

지는 말하지 않는다. 모양의 극한을 말하려면 분포함수의 극한이 필요하다.

2.1 정의와예

정의 2.1 (분포수렴) 𝑋𝑛의 분포함수 𝐹𝑛과 𝑋의 분포함수 𝐹가 𝐹의 모든 연속점 𝑥에서 𝐹𝑛(𝑥) →
𝐹(𝑥)를 만족하면 𝑋𝑛이 𝑋로 분포수렴한다고 하고 𝑋𝑛

𝐷−→ 𝑋로 쓴다. 𝑋의 분포를 𝑋𝑛의 극한

분포라 한다.

분포수렴은 분포만의 성질이다. 𝑋𝑛과 𝑋가 같은 확률공간에 있을 필요도 없다. “연속점”이라는

단서가 왜 필요한지는 첫 예가 보여 준다.
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0 1 2 3 4

x

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

cdf of n(1 − Mn), uniform max

n = 2
n = 5
n = 50
Exp(1)

−2 0 2 4

x

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

cdf of Mn − log n, exponential max

n = 2
n = 10
n = 100
Gumbel

그림 2.1 왼쪽: 𝑛(1 − 𝑀𝑛)의 분포함수(𝑛 = 2, 5, 50)가 Exp(1)의 분포함수(점선)로 다가간다. 오른쪽:

Exp(1) 표본 𝑛개의 최댓값에서 log 𝑛을 뺀 값은 Gumbel분포로 다가간다(연습 2.2).

예제 2.2 (분포수렴의세예)

(a) 𝑋𝑛 = 1
𝑛

(상수)이면 𝐹𝑛(0) = 0이지만 극한 𝑋 = 0의 𝐹(0) = 1이다. 그러나 0은 𝐹의

불연속점이고, 다른 모든 𝑥에서 𝐹𝑛(𝑥) → 𝐹(𝑥)이므로 𝑋𝑛
𝐷−→ 0이다. 연속점의 단서가

없으면 이 당연한 수렴이 수렴이 아니게 된다.

(b) 𝑈1,… ,𝑈𝑛
iid∼ U(0, 1)의 최댓값 𝑀𝑛에 대해 𝑥 ≥ 0이면

𝑃(𝑛(1 − 𝑀𝑛) > 𝑥) = 𝑃(𝑀𝑛 < 1 − 𝑥
𝑛) = (1 − 𝑥

𝑛)
𝑛
⟶𝑒−𝑥

이므로 𝑛(1 − 𝑀𝑛)
𝐷−→ Exp(1). 최댓값은 1에 1/𝑛의 속도로 다가가고(3회 예제 3.5),

그 간격을 𝑛배로 키우면 지수분포다. 𝑛 = 5에서 𝑃(𝑛(1 − 𝑀𝑛) > 1) = 0.328, 극한은

𝑒−1 = 0.368이다.

(c) 𝑋𝑛 ∼ b(𝑛, 𝜆/𝑛)이면 4회 정리 2.3으로 모든 정수 𝑘에서 𝑃(𝑋𝑛 = 𝑘) → 𝑒−𝜆𝜆𝑘/𝑘!이다.

분포함수는 유한 개의 확률의 합이므로 𝑋𝑛
𝐷−→ Poi(𝜆).

2.2 두 수렴의관계

정리 2.3 (확률수렴과분포수렴)

(a) 𝑋𝑛
𝑃−→ 𝑋이면 𝑋𝑛

𝐷−→ 𝑋.

(b) 상수 𝑐에 대해 𝑋𝑛
𝐷−→ 𝑐이면 𝑋𝑛

𝑃−→ 𝑐.

9
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증명. 전략 (a) 𝑋𝑛과 𝑋가 𝜀 안에 있으면 두 사건 {𝑋𝑛 ≤ 𝑥}와 {𝑋 ≤ 𝑥 ± 𝜀}이 서로 포함되므로,

𝐹𝑛(𝑥)를 𝐹(𝑥 ± 𝜀) 사이에 끼운다. (b) 극한이 상수이면 연속점이 𝑐 하나만 빼고 모두이므로, 𝑐의
양쪽에서 분포함수를 읽는다.

(a)

1 𝜀 > 0을 잡는다. 𝑋𝑛 ≤ 𝑥이고 |𝑋𝑛 − 𝑋| < 𝜀이면 𝑋 < 𝑥 + 𝜀이므로 {𝑋𝑛 ≤ 𝑥} ⊂ {𝑋 ≤
𝑥 + 𝜀} ∪ {|𝑋𝑛 − 𝑋| ≥ 𝜀}이다. 원소추적 [T1]

2 같은 방법으로 {𝑋 ≤ 𝑥 − 𝜀} ⊂ {𝑋𝑛 ≤ 𝑥} ∪ {|𝑋𝑛 − 𝑋| ≥ 𝜀}이다. 확률을 취하면

𝐹(𝑥 − 𝜀) − 𝑃(|𝑋𝑛 − 𝑋| ≥ 𝜀) ≤ 𝐹𝑛(𝑥) ≤ 𝐹(𝑥 + 𝜀) + 𝑃(|𝑋𝑛 − 𝑋| ≥ 𝜀). 1회 정리 4.3(d)(g)

3 𝑛 → ∞이면 𝑃(|𝑋𝑛 − 𝑋| ≥ 𝜀) → 0이므로

𝐹(𝑥 − 𝜀) ≤ lim inf
𝑛

𝐹𝑛(𝑥) ≤ lim sup
𝑛

𝐹𝑛(𝑥) ≤ 𝐹(𝑥 + 𝜀). 확률수렴, 상극한 ·하극한 [T5]

4 𝑥가 𝐹의 연속점이면 𝜀 ↓ 0에서 양 끝이 𝐹(𝑥)로 가므로 lim𝑛 𝐹𝑛(𝑥) = 𝐹(𝑥)이다.

연속점의정의

(b)

1 상수 𝑐의 분포함수는 𝑥 < 𝑐에서 0, 𝑥 ≥ 𝑐에서 1이므로 𝑐가 아닌 모든 점이 연속점이다.

정의 2.1

2 {|𝑋𝑛 − 𝑐| ≥ 𝜀} ⊂ {𝑋𝑛 ≤ 𝑐 − 𝜀} ∪ {𝑋𝑛 > 𝑐 + 𝜀
2
}이므로

𝑃(|𝑋𝑛 − 𝑐| ≥ 𝜀) ≤ 𝐹𝑛(𝑐 − 𝜀) + 1 − 𝐹𝑛(𝑐 +
𝜀
2
). [T1], Boole 부등식

3 𝑐 − 𝜀과 𝑐 + 𝜀
2
는 연속점이므로 오른쪽은 0 + 1 − 1 = 0으로 간다. 1 , 분포수렴

조건 확인 (b)에서 𝑐 + 𝜀 대신 𝑐 + 𝜀
2
를 쓴 것은 𝑃(𝑋𝑛 ≥ 𝑐 + 𝜀)을 분포함수로 쓰기 위해서다.

{𝑋𝑛 ≥ 𝑐 + 𝜀} ⊂ {𝑋𝑛 > 𝑐 + 𝜀
2
}이고, 뒤 사건의 확률은 1 − 𝐹𝑛(𝑐 +

𝜀
2
)이다.

가정 주의 (a)의 역은 극한이 상수가 아니면 거짓이다. 𝑍 ∼ 𝒩(0, 1)이고 𝑋𝑛 = −𝑍이면 대

칭으로 모든 𝑛에서 𝑋𝑛의 분포가 𝑍와 같으므로 𝑋𝑛
𝐷−→ 𝑍이지만, |𝑋𝑛 − 𝑍| = 2|𝑍|이므로 𝑋𝑛

은 𝑍로 확률수렴하지 않는다. 분포수렴은 값이 가까워지는 것이 아니라 분포가가까워지는

것이다.

분포수렴하는 수열은 “도망가지” 않는다. 이 성질이 4절의 증명에서 쓰인다.
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정의 2.4 (확률적으로 유계) 모든 𝜂 > 0에 대해 𝐵가 있어 모든 𝑛에서 𝑃(|𝑋𝑛| ≤ 𝐵) ≥ 1 − 𝜂
이면 {𝑋𝑛}이 확률적으로 유계라 한다.

정리 2.5 (분포수렴하면확률적으로유계) 𝑋𝑛
𝐷−→ 𝑋이면 {𝑋𝑛}은 확률적으로 유계다. 또 {𝑌𝑛}이

확률적으로 유계이고 𝑊𝑛
𝑃−→ 0이면 𝑌𝑛𝑊𝑛

𝑃−→ 0이다.

증명. 전략 극한의 분포함수의 양 끝에서 연속점 ±𝐵를 골라 𝑛이 클 때를 덮고, 처음 유한 개는

따로 덮는다. 둘째 주장은 |𝑌𝑛|이 큰 사건과 |𝑊𝑛|이 큰 사건으로 나눈다. 단계별 증명은 연습 2.6(유
도형)에서 직접 쓴다. 완성된 증명은 부록 A의 풀이 44쪽에 있다.

2.3 mgf로 분포수렴보이기

분포함수를 직접 다루기 어려울 때, 2회의 mgf의 유일성(3.3절의 상자)이 극한으로 넓어진다.

증명 없이 쓰는 사실 (mgf의 수렴은 분포수렴을 준다) 𝑋𝑛의 mgf 𝑀𝑛(𝑡)와 𝑋의 mgf 𝑀(𝑡)가
어떤 ℎ > 0에 대해 |𝑡| < ℎ에서 존재하고 𝑀𝑛(𝑡) → 𝑀(𝑡)이면 𝑋𝑛

𝐷−→ 𝑋이다(Curtiss, 1942).
증명은 유일성 정리와 같은 역변환 공식을 극한까지 끌고 간다. 같은 사실이 벡터의mgf에도

성립한다.

예제 2.6 (mgf로 본 두 극한) (a) b(𝑛, 𝜆/𝑛)의 mgf는 (1 + 𝜆(𝑒𝑡−1)
𝑛

)𝑛 → 𝑒𝜆(𝑒𝑡−1)이고 이것은

Poi(𝜆)의 mgf다. 예제 2.2(c)를 다시 얻는다. (b) 기하분포의 성공 확률이 𝑝 = 𝜆/𝑛이면 첫

성공까지의 시행 수를 𝑛으로 나눈 값은 Exp(𝜆)로 분포수렴한다(연습 2.3). 이산 시간의

기다림이 연속 시간의 기다림(4회 3절)이 된다.

증명 없이 쓰는 사실 (연속사상 정리 (분포수렴)) 𝑋𝑛
𝐷−→ 𝑋이고 𝑔가 연속이면 𝑔(𝑋𝑛)

𝐷−→ 𝑔(𝑋)
이다(Mann과 Wald, 1943). 일반적인 증명에는 이 과정에서 다루지 않는 표현 정리가 필요

하다. 이 노트에서 쓰는 경우(𝑔(𝑥) = 𝑥2, 아핀변환)는 연습 2.4처럼 분포함수로 직접 보일 수

있다.
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연습문제

연습 2.1 (최솟값 ★) 𝑈1,… ,𝑈𝑛
iid∼ U(0, 1)의 최솟값 𝑚𝑛에 대해 𝑛𝑚𝑛

𝐷−→ Exp(1)임을 보여라.

풀이 43쪽

연습 2.2 (지수의 최댓값과 Gumbel ★★) 𝑋1,… , 𝑋𝑛
iid∼ Exp(1)의 최댓값 𝑀𝑛에 대해 𝑃(𝑀𝑛 −

log 𝑛 ≤ 𝑥) → exp(−𝑒−𝑥)임을 보여라. 이 극한분포를 Gumbel 분포라 한다. 𝑛 = 10과 100
에서 𝑥 = 0의 값을 극한 𝑒−1과 비교하라. 풀이 43쪽

연습 2.3 (기다림의 극한 ★★) 𝑋𝑛이 성공 확률 𝑝𝑛 = 𝜆/𝑛인 시행에서 첫 성공까지의 시행

수이면 𝑋𝑛/𝑛
𝐷−→ Exp(𝜆)임을 𝑃(𝑋𝑛/𝑛 > 𝑥)로 보여라. 풀이 43쪽

연습 2.4 (제곱의 분포수렴 ★★) 𝑍𝑛
𝐷−→ 𝑍 ∼ 𝒩(0, 1)이면 𝑍2𝑛

𝐷−→ 𝜒2(1)임을 𝑃(𝑍2𝑛 ≤ 𝑦) =
𝐹𝑛(√𝑦) − 𝑃(𝑍𝑛 < −√𝑦)로 보여라. (𝑃(𝑍𝑛 < −√𝑦)를 𝐹𝑛(−√𝑦 ± 𝜀) 사이에 끼운다.) 풀이 44쪽

연습 2.5 (합은따라오지않는다★) 𝑋𝑛
𝐷−→ 𝑍, 𝑌𝑛

𝐷−→ 𝑍 (𝑍 ∼ 𝒩(0, 1))이어도 𝑋𝑛+𝑌𝑛이 𝒩(0, 2)
로 분포수렴한다고 할 수 없음을 𝑌𝑛 = −𝑋𝑛으로 보여라. 4절의 Slutsky정리가 한쪽을 상수로

의확률수렴으로 요구하는 이유다. 풀이 44쪽

연습 2.6 (확률적유계성증명★★ 유도형) 정리 2.5를 다음 순서로 증명하라. 𝜂 > 0을 고정한다.

(a) 분포함수의 불연속점이 셀 수 있게 많다는 것(1회 연습 6.2)으로 𝐹(−𝐵) < 𝜂
4
, 𝐹(𝐵) > 1− 𝜂

4
인 𝐹의 연속점 ±𝐵가 있음을 보여라.

(b) 𝑁이 있어 𝑛 ≥ 𝑁이면 𝑃(|𝑋𝑛| ≤ 𝐵) ≥ 𝐹𝑛(𝐵)−𝐹𝑛(−𝐵) ≥ 1−𝜂임을 보여라. 첫 부등식에서

𝐹𝑛(−𝐵) ≥ 𝑃(𝑋𝑛 < −𝐵)를 쓴다.

(c) 𝑛 < 𝑁인 유한 개의 𝑋𝑛도 덮이도록 𝐵를 키울 수 있음을 1회 정리 6.3(b)로 보여라.

(d) 둘째 주장: {|𝑌𝑛𝑊𝑛| ≥ 𝜀} ⊂ {|𝑌𝑛| > 𝐵}∪ {|𝑊𝑛| ≥ 𝜀/𝐵}를 보이고, lim sup𝑛 𝑃(|𝑌𝑛𝑊𝑛| ≥ 𝜀) ≤
𝜂에서 결론을 내라.

풀이 44쪽
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3
중심극한정리

역사 de Moivre(1733)는 이항분포에서(5회 1절), Laplace(1810)는 독립인 오차의 일반적인 합에서

정규 극한을 얻었다. Laplace의 논증은 오늘의 특성함수와 같은 생각이었지만 엄밀하지 않았다.

Poisson(1824)은 정리를 다듬으면서, 밀도가
1

𝜋(1+𝑥2)
인 오차는 아무리 평균해도 정규에 가까워지

지 않음을 보였다. 엄밀한 증명은 러시아 학파가 했다. Chebyshev(1887)와 Markov(1898)는 적률

로, Lyapunov(1901)는 특성함수로 증명했고, Lindeberg(1922)는 거의 필요충분인 조건을 찾았으며,

Feller와 Lévy(1935)가 그 조건의 필요성을 보였다. “중심”극한정리라는 이름은 Pólya(1920)가 확률

론에서 중심적인정리라는 뜻으로 붙였다.

3.1 mgf로 증명하기

정리 3.1 (중심극한정리) 𝑋1, 𝑋2,… 가 iid이고mgf가 어떤 ℎ > 0에 대해 |𝑡| < ℎ에서 존재하며,

평균 𝜇, 분산 𝜎2 > 0이면

𝑍𝑛 =
√𝑛 ( ̄𝑋𝑛 − 𝜇)

𝜎 =
∑𝑛

𝑖=1(𝑋𝑖 − 𝜇)
𝜎√𝑛

𝐷−→ 𝒩(0, 1).

증명. 전략 표준화한 합의 mgf의 로그를 𝑛𝜓(𝑡/√𝑛)으로 쓰고, 𝜓를 0 근처에서 2차까지 Taylor
전개한다. 상수항과 1차 항은 0이고, 2차 항만 𝑛을 곱해도 남는다. mgf의 극한이 정규의 mgf이면

2.3절의 상자로 끝난다.

1 𝑌 𝑖 = (𝑋𝑖 − 𝜇)/𝜎로 두면 𝑌 𝑖는 iid이고 평균 0, 분산 1이며, mgf 𝑀𝑌 (𝑠) = 𝑒−𝜇𝑠/𝜎𝑀𝑋(𝑠/𝜎)가
|𝑠| < 𝜎ℎ에서 존재한다. 2회 정리 3.6

2 𝜓 = log𝑀𝑌 는 |𝑠| < 𝜎ℎ에서 무한 번 미분가능하고 𝜓(0) = 0, 𝜓′(0) = 𝐸𝑌 = 0, 𝜓″(0) =
Var 𝑌 = 1이다. 2회 정리 3.3, 따름정리 3.4

3 𝑍𝑛 =
1
√𝑛

∑𝑛
𝑖=1 𝑌 𝑖이므로

𝑀𝑍𝑛(𝑡) = [𝑀𝑌(
𝑡
√𝑛

)]
𝑛
, log𝑀𝑍𝑛(𝑡) = 𝑛𝜓( 𝑡

√𝑛
). 2회 정리 3.6, 3회 정리 3.4

4 |𝑡| < 𝜎ℎ를 고정하고 𝑠 = 𝑡/√𝑛으로 두면, Lagrange 나머지항이 있는 Taylor 정리로 0과 𝑠
사이의 𝜉𝑛이 있어

𝜓(𝑠) = 𝜓(0) + 𝜓′(0)𝑠 + 1
2
𝜓″(𝜉𝑛)𝑠2 =

1
2
𝜓″(𝜉𝑛)𝑠2. [T8], 2

13
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5 따라서 𝑛𝜓(𝑡/√𝑛) = 𝑡2

2
𝜓″(𝜉𝑛)이다. |𝜉𝑛| ≤ |𝑡|/√𝑛 → 0이고 𝜓″는 0에서 연속이므로 이 값은

𝑡2

2
로 간다. 2 , [T5]

6 𝑀𝑍𝑛(𝑡) → 𝑒𝑡2/2이 |𝑡| < 𝜎ℎ의 모든 𝑡에서 성립한다. 이것은 𝒩(0, 1)의 mgf이므로 𝑍𝑛
𝐷−→

𝒩(0, 1)이다. 2.3절의 상자, 5회 정리 1.8(ii)

조건확인 4 에서 𝑠 = 𝑡/√𝑛은 모든 𝑛 ≥ 1에서 |𝑠| ≤ |𝑡| < 𝜎ℎ이므로 𝜓가 정의된 구간 안에 있다.

𝜓 = log𝑀𝑌 가 정의되려면 𝑀𝑌 > 0이어야 하는데, 𝑀𝑌 (𝑠) = 𝐸𝑒𝑠𝑌 는 양수의 기댓값이다. 2.3
절의 상자는 mgf의 수렴을 0을 포함하는 열린 구간에서 요구하고, 여기서는 (−𝜎ℎ, 𝜎ℎ) 전체에서

성립한다.

증명이 왜 정규인지를 말해 준다. 𝜓의 전개 𝜓(𝑠) = 𝑠2

2
+ 𝜅3

6
𝑠3 + 𝜅4

24
𝑠4 + ⋯에서(𝜅𝑗는 누율, 𝜅3은

왜도) 1차 항은 중심화로 사라지고, 3차 이상은 𝑛𝜓(𝑡/√𝑛)에서

𝑛𝜓( 𝑡
√𝑛

) = 𝑡2
2 + 𝜅3𝑡3

6√𝑛
+ 𝜅4𝑡4
24𝑛 +⋯

처럼 1/√𝑛, 1/𝑛의 속도로 사라진다(연습 3.1). 살아남는 것은 2차 항, 곧 분산뿐이고, 분산만으로

정해지는 분포가 정규다. 그리고 가장 늦게 사라지는 것은 왜도의 항이다. 6회 7절에서 치우친

모집단의 𝑡-구간이 1/√𝑛의 속도로만 나아진 이유가 이것이다.

따름정리 3.2 (정규근사의표준예) 𝑛 → ∞일 때

(a) 𝐾𝑛 ∼ b(𝑛, 𝑝)이면
𝐾𝑛−𝑛𝑝
√𝑛𝑝𝑞

𝐷−→ 𝒩(0, 1) (de Moivre–Laplace, 5회 따름정리 1.3).

(b) 𝑋𝜆 ∼ Poi(𝜆)이면 𝜆 → ∞에서
𝑋𝜆−𝜆
√𝜆

𝐷−→ 𝒩(0, 1).

(c) 𝑉𝑟 ∼ 𝜒2(𝑟)이면
𝑉𝑟−𝑟
√2𝑟

𝐷−→ 𝒩(0, 1).

증명. (a) 𝐾𝑛은 iid Bernoulli의 합. (c) 𝑉𝑟은 iid 𝜒2(1) 𝑟개의 합(4회 정리 3.9)이고 𝜒2(1)의 mgf는
𝑡 < 1

2
에서 존재한다. (b) 정수 𝜆 = 𝑚이면 𝑋𝑚은 iid Poi(1) 𝑚개의 합(4회 정리 2.4)이다. 정수가

아닌 𝜆는 mgf를 직접 쓴다: log𝑀(𝑡) = 𝜆(𝑒𝑡/√𝜆 − 1) − √𝜆𝑡 = 𝑡2

2
+ 𝑂(𝜆−1/2).

예제 3.3 (근사는 얼마나좋은가)

정확한 값 정규근사 연속성 보정

b(100, 1
2
), 𝑃(𝐾 ≤ 45) 0.1841 0.1587 0.1841

Poi(100), 𝑃(𝑋 ≥ 120) 0.0282 0.0228 0.0256

𝜒2(10), 𝑃(𝑉 > 𝑟 + 2√2𝑟) 0.0410 0.0228 —

𝜒2(100), 𝑃(𝑉 > 𝑟 + 2√2𝑟) 0.0298 0.0228 —

14



수리통계학 7회 · 극한의언어 3 중심극한정리
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그림 3.1 표준화한 합 𝑍𝑛의 밀도. 위: 지수, 균등, Bernoulli(0.1), Cauchy를 𝑛 = 1, 2, 5, 30개 더했다

(점선은 𝒩(0, 1)). 대칭인 균등은 𝑛 = 5에서 이미 정규와 겹치고, 치우친 지수와 Bernoulli는 느리며,

Cauchy는 𝑛이 커져도 모양이 그대로다. 아래 왼쪽: 지수의 경우 sup𝑥 |𝐹𝑛(𝑥) − Φ(𝑥)|(점)와 Berry–Esseen
상한(선). 둘 다 1/√𝑛의 기울기다. 아래 오른쪽: 오차 𝐹𝑛(𝑧) − Φ(𝑧)의 모양. 왜도 때문에 생기는 이 모양이

1/√𝑛에 비례해 줄어든다.

대칭인 이항(𝑝 = 1
2
)에서는 연속성 보정(정수 𝑘를 구간 [𝑘 − 1

2
, 𝑘 + 1

2
]로 보는 것)만 하면

넷째 자리까지 맞는다. 치우친 분포의 오른쪽 꼬리는 정규근사가 얕잡는다. 𝜒2(10)에서 거의

두 배다. 8회의 𝜒2 검정은 이 근사의 오차를 안고 쓴다.

3.2 더 넓은정리와속도

정리 3.1는 mgf를 가정했지만 결론에는 분산만 나온다. 실제로 가정은 분산까지 줄일 수 있고,

같은 분포라는 가정도 뺄 수 있다.
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증명없이쓰는사실 (분산만있으면— Lindeberg–Lévy, Lindeberg–Feller) (1) iid이고 𝜎2 <
∞이면mgf가 없어도 𝑍𝑛

𝐷−→ 𝒩(0, 1)이다. 증명은mgf대신 언제나 존재하는 특성함수 𝐸𝑒𝑖𝑡𝑋

로 같은 테일러 전개를 한다(복소수가 필요하다). 이 노트는 이후 이 형태를 쓴다.

(2) 독립이지만 분포가 다르면, 𝑠2𝑛 = ∑𝑖≤𝑛 𝜎2𝑖 에 대해 Lyapunov조건
1
𝑠3𝑛
∑𝑖≤𝑛 𝐸|𝑋𝑖−𝜇𝑖|3 → 0

이면
∑(𝑋𝑖−𝜇𝑖)

𝑠𝑛

𝐷−→ 𝒩(0, 1)이다(Lyapunov, 1901). 더 약한 Lindeberg 조건은 “어느 한 항도

전체 분산에서 무시할 수 없을 만큼 크지 않다”는 뜻이다. 작은 독립 효과가 많이 모이면

정규라는 직관의 정확한 형태다.

증명없이쓰는사실 (Berry–Esseen 한계) iid이고 𝜌 = 𝐸|𝑋 − 𝜇|3 < ∞이면 모든 𝑛과 𝑥에서

||𝑃(𝑍𝑛 ≤ 𝑥) − Φ(𝑥)|| ≤ 𝐶 𝜌
𝜎3√𝑛

, 𝐶 ≤ 0.4748

이다(Berry 1941, Esseen 1942;상수는 Shevtsova 2011). 정규근사의 오차는 1/√𝑛의 속도로

줄고, 그 상수는 3차 절대적률이 정한다.

예제 3.4 (지수 합의 근사 오차) Exp(1)이면 𝜎 = 1이고 𝜌 = 𝐸|𝑋 − 1|3 = 12
𝑒
− 2 = 2.415이다

(연습 3.2). ∑𝑋𝑖 ∼ Γ(𝑛, 1)이므로 오차를 정확히 잴 수 있다.

𝑛 = 5 𝑛 = 30 𝑛 = 100

실제 sup𝑥 |𝐹𝑛(𝑥) − Φ(𝑥)| 0.060 0.024 0.013

Berry–Esseen상한 0.513 0.209 0.115

상한은 실제보다 9배쯤 크지만 속도 1/√𝑛은 정확하다(그림 3.1 아래). 𝑛 = 30에서도 분포

함수가 0.024만큼 어긋난다. 이 어긋남이 꼬리에 있으면 상대오차로는 크다(7절).

예제 3.5 (Poisson의 반례 — Cauchy 분포) 𝑋𝑖가 iid 표준 Cauchy(밀도
1

𝜋(1+𝑥2)
)이면 ̄𝑋𝑛은

모든 𝑛에서 다시 표준 Cauchy다(아래 상자). 평균을 내도 흩어짐이 줄지 않는다. 𝑛 = 100
이어도 𝑃(| ̄𝑋100| > 1) = 1

2
로 관측 하나와 같다. 평균이 없으므로(2회 예제 1.8) Khinchin

도 중심극한정리도 쓸 수 없다. Poisson은 1824년에 이것을 보였고, 분포의 이름은 30년 뒤

같은 사실을 다시 논한 Cauchy(1853)에게 갔다(9.2절).

증명없이쓰는사실 (Cauchy의 평균은 Cauchy) 𝑋1,… , 𝑋𝑛이 iid표준 Cauchy이면 ̄𝑋𝑛도 표

준 Cauchy다. 특성함수 𝐸𝑒𝑖𝑡𝑋 = 𝑒−|𝑡|로 한 줄에 증명된다: (𝑒−|𝑡|/𝑛)𝑛 = 𝑒−|𝑡|. 𝑛 = 2는 합성곱

(3회 정리 5.5)으로 직접 확인할 수 있다(연습 3.6).
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연습문제

연습 3.1 (누율과 수렴 속도★★) 𝜓(𝑠) = 𝑠2

2
+ 𝜅3

6
𝑠3 + 𝑂(𝑠4)이면 𝑛𝜓(𝑡/√𝑛) − 𝑡2

2
= 𝜅3𝑡3

6√𝑛
+ 𝑂( 1

𝑛
)

임을 보여라. 지수분포의 𝜅3을 𝜓(𝑡) = − log(1 − 𝑡) − 𝑡에서 구하라. 풀이 44쪽

연습 3.2 (지수분포의3차절대적률★) 𝑋 ∼ Exp(1)이면 𝐸|𝑋 −1|3 = 12
𝑒
−2임을 보여라. (힌트:

∫1
0 (1 − 𝑥)3𝑒−𝑥𝑑𝑥와 ∫∞

1 (𝑥 − 1)3𝑒−𝑥𝑑𝑥 = 6
𝑒
로 나눈다.) 풀이 44쪽

연습 3.3 (확률이다른동전들★★) 𝑋𝑖 ∼ Bernoulli(𝑝𝑖)가 독립이고 𝑠2𝑛 = ∑𝑖≤𝑛 𝑝𝑖𝑞𝑖 →∞이면

Lyapunov 조건이 성립함을 보여라. (힌트: 𝐸|𝑋𝑖 − 𝑝𝑖|3 ≤ 𝑝𝑖𝑞𝑖.) 따라서 확률이 제각각인

시행의 성공 수도 정규에 가깝다. 풀이 45쪽

연습 3.4 (균등 12개 ★) 옛 컴퓨터는 𝑈1 +⋯ + 𝑈12 − 6 (𝑈 𝑖
iid∼ U(0, 1))을 정규 난수로 썼다.

평균 0, 분산 1임을 보이고, 초과첨도가 −1.2/12 = −0.1임을 누율의 가법성으로 보여라. 이

난수의 결점은 무엇인가? 풀이 45쪽

연습 3.5 (𝜒2(𝑟)의 정규 극한 ★★) 𝑉𝑟 ∼ 𝜒2(𝑟)의 mgf (1 − 2𝑡)−𝑟/2으로
𝑉𝑟−𝑟
√2𝑟

의 mgf를 쓰고,

𝑟 → ∞에서 𝑒𝑡2/2로 감을 직접 보여라. (힌트: − 𝑟
2
log(1 − 𝑢) = 𝑟

2
(𝑢 + 𝑢2

2
+ 𝑂(𝑢3)).) 풀이 45쪽

연습 3.6 (두 Cauchy의평균★★★) 𝑋1, 𝑋2가 iid표준 Cauchy이면 𝑋1+𝑋2의 밀도가
2

𝜋(4+𝑧2)

임을 합성곱 ∫ 𝑑𝑥
𝜋2(1+𝑥2)(1+(𝑧−𝑥)2)

으로 보이고,
𝑋1+𝑋2

2
가 다시 표준 Cauchy임을 결론지어라.

(힌트: 부분분수 분해. 또는 노트북에서 수치적분으로 먼저 확인하라.) 풀이 45쪽
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4
Slutsky의정리와델타방법

중심극한정리의 𝑍𝑛에는 모르는 𝜎가 들어 있다. 실제로 쓰는 것은 𝜎 대신 𝑆를 넣은 것이고, 관심

있는 양도 ̄𝑋 자체보다 그 함수(비율의 로그, 𝜋의 추정값)인 경우가 많다. 이 절의 두 정리가 그

간격을 메운다.

4.1 Slutsky의 정리 (1925)

보조정리 4.1 (확률적으로무시할수있는항) 𝑌𝑛
𝐷−→ 𝑌이고 𝑅𝑛

𝑃−→ 0이면 𝑌𝑛 + 𝑅𝑛
𝐷−→ 𝑌 .

증명. 전략 정리 2.3(a)의 증명과 같은 끼우기다. |𝑅𝑛| < 𝜀인 사건 위에서 𝑌𝑛+𝑅𝑛을 𝑌𝑛±𝜀 사이에

둔다. 다른 점은 𝑥±𝜀이 𝑌의 연속점이 되게 𝜀을 골라야 한다는 것이다. 단계별 증명은 연습 4.7(유
도형)에서 직접 쓴다. 완성된 증명은 부록 A의 풀이 46쪽에 있다.

정리 4.2 (Slutsky의 정리) 𝑋𝑛
𝐷−→ 𝑋, 𝐴𝑛

𝑃−→ 𝑎, 𝐵𝑛
𝑃−→ 𝑏 (𝑎, 𝑏는 상수)이면

𝐴𝑛 + 𝐵𝑛𝑋𝑛
𝐷−→ 𝑎 + 𝑏𝑋.

증명. 전략 확률변수인 계수 𝐴𝑛, 𝐵𝑛을 극한의 상수 𝑎, 𝑏로 바꾸고, 바꾸면서 생긴 차이 𝑅𝑛이

확률적으로 0임을 보인다. 그러면 남는 것은 상수 계수의 아핀변환 𝑎 + 𝑏𝑋𝑛이다.

1 𝐴𝑛 + 𝐵𝑛𝑋𝑛 = (𝑎 + 𝑏𝑋𝑛) + 𝑅𝑛, 𝑅𝑛 = (𝐴𝑛 − 𝑎) + (𝐵𝑛 − 𝑏)𝑋𝑛으로 쓴다. 더하고빼기 [T4]

2 𝑋𝑛
𝐷−→ 𝑋이므로 {𝑋𝑛}은 확률적으로 유계이고, 𝐵𝑛 − 𝑏 𝑃−→ 0이므로 (𝐵𝑛 − 𝑏)𝑋𝑛

𝑃−→ 0이다.

정리 2.5

3 𝐴𝑛 − 𝑎 𝑃−→ 0과 2 를 더하면 𝑅𝑛
𝑃−→ 0이다. 따름정리 1.4

4 𝑏 > 0이면 𝑃(𝑎 + 𝑏𝑋𝑛 ≤ 𝑥) = 𝐹𝑛(
𝑥−𝑎
𝑏
)이고, 𝑥가 𝑎 + 𝑏𝑋의 연속점인 것과

𝑥−𝑎
𝑏

가 𝑋의

연속점인 것이 같으므로 𝑎 + 𝑏𝑋𝑛
𝐷−→ 𝑎 + 𝑏𝑋이다. 정의 2.1

5 𝑏 < 0이면 𝑃(𝑎 + 𝑏𝑋𝑛 ≤ 𝑥) = 1 − 𝑃(𝑋𝑛 < 𝑦), 𝑦 = 𝑥−𝑎
𝑏

이다. 𝑦가 연속점이면 𝑃(𝑋𝑛 < 𝑦)를
𝐹𝑛(𝑦−𝛿)와 𝐹𝑛(𝑦)사이에 끼워 𝐹(𝑦)로 보내므로 같은 결론이 나온다. 𝑏 = 0이면 𝑎+𝑏𝑋𝑛 = 𝑎
는 상수다. 연습 2.4의 끼우기
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6 3 4 5 에 보조정리 4.1을 쓰면 𝐴𝑛 + 𝐵𝑛𝑋𝑛
𝐷−→ 𝑎 + 𝑏𝑋이다. 보조정리 4.1

Slutsky 러시아의 경제학자이자 통계학자 Evgeny Slutsky는 1925년Metron에 실은 논문에서 확률변

수의 극한을 체계적으로 다뤘다. 2년 뒤(1927) 그는 무작위 충격의 이동평균이 경기순환처럼 보이는

주기를 만든다는 논문도 썼다(Slutsky 효과). 그의 정리는 Cramér의 교과서(1946)를 통해 통계학의

기본 도구가 되었다.

따름정리 4.3 (스튜던트화한평균) 𝑋1, 𝑋2,… 가 iid이고 0 < 𝜎2 < ∞이면

̄𝑋𝑛 − 𝜇
𝑆𝑛/√𝑛

𝐷−→ 𝒩(0, 1).

따라서 ̄𝑋𝑛 ± 𝑧𝛼/2𝑆𝑛/√𝑛과 𝑡-구간 ̄𝑋𝑛 ± 𝑡𝑛−1,𝛼/2𝑆𝑛/√𝑛은 모집단의 분포와 상관없이 포함확

률이 1 − 𝛼로 간다.

증명. 𝑋̄𝑛−𝜇
𝑆𝑛/√𝑛

= 𝜎
𝑆𝑛
⋅𝑍𝑛이다. 중심극한정리(3.3절의 상자 (1))로 𝑍𝑛

𝐷−→ 𝒩(0, 1)이고, 따름정리 1.7와

정리 1.3로 𝜎/𝑆𝑛
𝑃−→ 1. Slutsky(𝑎 = 0, 𝐵𝑛 = 𝜎/𝑆𝑛). 𝑡-구간은 𝑡𝑛−1,𝛼/2 → 𝑧𝛼/2(6회 정리 3.3(d))를

더한다.

19세기의 천문학자들이 𝜎 자리에 𝑠를 넣고 정규분포를 쓴 관행(6회 1절)이 이것으로 정당화된다.

단, “𝑛 → ∞에서”다. 지수 모집단이면 1.96을 쓴 구간의 포함확률이 𝑛 = 30에서 0.919, 200에서

0.945, 1000에서 0.948이다. 6회는 작은 𝑛의 정확한 답을, 이 따름정리는 큰 𝑛의 근사적 답을 준다.

4.2 델타방법

정리 4.4 (델타 방법) √𝑛(𝑌𝑛 − 𝜃) 𝐷−→ 𝒩(0, 𝜎2)이고 𝑔가 𝜃에서 미분가능하면

√𝑛(𝑔(𝑌𝑛) − 𝑔(𝜃))
𝐷−→ 𝒩(0, 𝑔′(𝜃)2𝜎2).

증명. 전략 차분몫 ℎ(𝑦) = 𝑔(𝑦)−𝑔(𝜃)
𝑦−𝜃

을 확률변수 계수로 보면√𝑛(𝑔(𝑌𝑛)−𝑔(𝜃))는 ℎ(𝑌𝑛)⋅√𝑛(𝑌𝑛−𝜃)
이다. 계수가 𝑔′(𝜃)로 확률수렴함을 보이고 Slutsky를 쓴다.

1 ℎ(𝑦) = 𝑔(𝑦)−𝑔(𝜃)
𝑦−𝜃

(𝑦 ≠ 𝜃), ℎ(𝜃) = 𝑔′(𝜃)로 두면 ℎ는 𝜃에서 연속이다. 미분의정의 [T5]

2 √𝑛(𝑌𝑛 − 𝜃)는 확률적으로 유계이고
1
√𝑛

→ 0이므로 𝑌𝑛 − 𝜃 = 1
√𝑛

⋅ √𝑛(𝑌𝑛 − 𝜃) 𝑃−→ 0이다.

정리 2.5
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3 ℎ(𝑌𝑛)
𝑃−→ ℎ(𝜃) = 𝑔′(𝜃)이다. 1 2 , 정리 1.3(a)

4 모든 𝑦에서 𝑔(𝑦) − 𝑔(𝜃) = ℎ(𝑦)(𝑦 − 𝜃)이므로(양변이 𝑦 = 𝜃에서 0)

√𝑛(𝑔(𝑌𝑛) − 𝑔(𝜃)) = ℎ(𝑌𝑛) ⋅ √𝑛(𝑌𝑛 − 𝜃). 1

5 𝐴𝑛 = 0, 𝐵𝑛 = ℎ(𝑌𝑛), 𝑏 = 𝑔′(𝜃)로 Slutsky를 쓰면 극한은 𝑔′(𝜃) ⋅ 𝒩(0, 𝜎2) = 𝒩(0, 𝑔′(𝜃)2𝜎2)
이다. 정리 4.2, 5회 정리 3.8

이름은 𝑔(𝑌𝑛) − 𝑔(𝜃) ≈ 𝑔′(𝜃)(𝑌𝑛 − 𝜃), 곧 작은 변화 Δ의 선형 근사에서 왔다. 표준오차의 언어로

쓰면 se(𝑔(𝑌)) ≈ |𝑔′(𝜃)| se(𝑌)이다. 𝑔′(𝜃) = 0이면 극한이 0으로 퇴화하고 한 단계 더 전개해야

한다(연습 4.2).

예제 4.5 (로그 오즈) 성공 비율 ̂𝑝에 대해 √𝑛( ̂𝑝 − 𝑝) 𝐷−→ 𝒩(0, 𝑝𝑞)이고 𝑔(𝑝) = log 𝑝
1−𝑝

이면

𝑔′(𝑝) = 1
𝑝𝑞

이므로

√𝑛(log ̂𝑝
1 − ̂𝑝 − log 𝑝

1 − 𝑝)
𝐷−→ 𝒩(0, 1𝑝𝑞).

𝑝 = 0.2, 𝑛 = 50이면 근사 분산은
1

𝑛𝑝𝑞
= 0.125이고 시뮬레이션은 0.143이다( ̂𝑝 = 0인

경우는 1.4 × 10−5로 무시했다). 로그 오즈는 (−∞,∞)에서 움직이므로 [0, 1]에 갇힌 ̂𝑝보다

정규근사가 자연스럽고, 로지스틱 회귀(13회)와 오즈비의 구간(8회)이 이 척도를 쓴다.

예제 4.6 (Buffon의 𝜋는 얼마나 정확한가) ℓ = 𝑑이면 𝑝 = 2
𝜋
, 𝜋̂𝑛 = 𝑔( ̂𝑝𝑛), 𝑔(𝑥) =

2
𝑥
이다.

𝑔′(𝑝) = − 2
𝑝2

이므로

√𝑛(𝜋̂𝑛 − 𝜋) 𝐷−→ 𝒩(0, 4
𝑝4 𝑝(1 − 𝑝)), sd(𝜋̂𝑛) ≈

2.37
√𝑛

.

𝑛 = 1000이면 0.075(시뮬레이션 0.075)다. 소수 셋째 자리까지 맞히려면(sd ≈ 0.0005)
𝑛 ≈ (2.37/0.0005)2 ≈ 2.2 × 107번을 던져야 한다. 1/√𝑛의 정확도는 느리다.

가정주의 이탈리아의 Lazzarini는 1901년 길이 2.5cm의 바늘을 3cm 간격의 선 위에 3,408
번 던져 1,808번 걸쳤다고 보고했다. ℓ/𝑑 = 5

6
이므로 𝜋̂ = 2⋅(5/6)⋅3408

1808
= 3.1415929, 오차

2.7 × 10−7이다. 그런데 델타 방법의 표준편차는 0.051이다. 오차가 표준편차의 19만분의

1이다. 더 이상한 점이 있다.
355
113

= 3.1415929는 유명한 근삿값이고, 𝑛 = 3408 = 16 ⋅ 213,
𝐾 = 1808 = 16 ⋅ 113일 때만 정확히 나온다. 이 𝑛에서 기대 교차 수는 1808.0이고 𝑃(𝐾 =
1808) = 0.014다. 이 노트의 연습 4.4은 “355/113이 나올 때까지 던지고 멈춘다”면 무슨

일이 생기는지 묻는다. Gridgeman(1960)과 Badger(1994)는 이 실험이 원하는 답에 맞춰

멈췄거나 꾸며졌다고 결론지었다. 좋은 추정은 오차의 크기와 함께 보고되고, 오차보다
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102 103 104 105

number of needles n

2.6

2.8

3.0

3.2

3.4

3.6

̂ π n

Lazzarini 1901: 3.1415929

Buffon's needle (ℓ = d): five runs and the delta-method band

그림 4.1 바늘 던지기 다섯 번의 실행에서 𝜋̂𝑛의 경로(색 선)와 델타 방법의 𝜋 ± 1.96 ⋅ 2.37/√𝑛 띠(회색).

경로는 띠 안에서 1/√𝑛의 속도로 좁아진다. 빨간 점은 Lazzarini(1901)가 보고한 𝑛 = 3408의 값으로,

띠의 폭에 비해 믿을 수 없을 만큼 𝜋에 가깝다.

지나치게 좋은 결과는 의심해야 한다.

예제 4.7 (분산안정화) ̂𝑝의 분산
𝑝𝑞
𝑛

은 𝑝에 의존한다. 𝑔를 𝑔′(𝑝)2𝑝𝑞가 상수가 되게 고르면 𝑔( ̂𝑝)
의 분산은 𝑝와 상관없다. 𝑔′(𝑝) = 1

2√𝑝𝑞
를 적분하면 𝑔(𝑝) = arcsin√𝑝이고, Var arcsin√ ̂𝑝 ≈

1
4𝑛

이다. 𝑛 = 100에서 4𝑛Var를 시뮬레이션하면 𝑝 = 0.05, 0.2, 0.5에서 1.14, 1.02, 1.01이다.

같은 방법으로 Poisson은 √𝑋의 분산이
1
4
로 안정된다(𝜆 = 2, 10, 100에서 0.39, 0.26, 0.25).

분산이 평균에 따라 변하는 자료를 회귀(13회)나 분산분석(14회)에 넣기 전의 표준적인

변환이다.

연습문제

연습 4.1 (로그 평균★) 𝑋𝑖
iid∼ Exp(1)이면 √𝑛 log ̄𝑋𝑛

𝐷−→ 𝒩(0, 1)임을 보여라. 풀이 45쪽

연습 4.2 (2차 델타 방법 ★★) √𝑛(𝑌𝑛 − 𝜃) 𝐷−→ 𝒩(0, 𝜎2)이고 𝑔′(𝜃) = 0, 𝑔″가 𝜃 근처에서

연속이면 𝑛(𝑔(𝑌𝑛) − 𝑔(𝜃))
𝐷−→ 1

2
𝑔″(𝜃)𝜎2𝜒2(1)임을 보여라(연습 2.4 사용). 예: 𝜇 = 0이면

𝑛 ̄𝑋2
𝑛

𝐷−→ 𝜎2𝜒2(1). 풀이 45쪽

연습 4.3 (가장 좋은 바늘 ★★) ℓ ≤ 𝑑에서 𝑟 = ℓ/𝑑, 𝑝 = 2𝑟
𝜋

이면 𝜋̂𝑛 = 2𝑟
̂𝑝𝑛
의 점근분산이

4𝑟2(1−𝑝)
𝑝3

= 𝜋2(1−𝑝)
𝑝

임을 보이고, 𝑟 = 1에서 가장 작음을 보여라. Lazzarini의 𝑟 = 5
6
은 𝑟 = 1

보다 표준편차가 몇 배인가? 풀이 45쪽
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연습 4.4 (원하는 답이 나올 때 멈추기 ★★) 𝑟 = 5
6
으로 한 번씩 던지며 𝑛이 213의 배수이고

𝐾𝑛/𝑛 =
113
213

인 순간 멈춘다고 하자. 노트북으로 𝑛 ≤ 5000 안에 멈출 확률을 시뮬레이션하라.

보고된 𝜋̂는 언제나 355/113이다. 이 실험의 오차를 0.051이라고 보고하는 것은 왜 틀렸나?

풀이 46쪽

연습 4.5 (두변환★★) (a) 𝑔(𝑝) = arcsin√𝑝이면 𝑔′(𝑝)2𝑝𝑞 = 1
4
임을 보여라. (b) 𝑋𝜆 ∼ Poi(𝜆)

이면 √𝜆 ⋅ 𝑋𝜆−𝜆
𝜆

의 극한과 델타 방법으로 2(√𝑋𝜆 −√𝜆) 𝐷−→ 𝒩(0, 1)임을 보여라. 풀이 46쪽

연습 4.6 (Slutsky의 함정★) 𝑋𝑛
𝐷−→ 𝒩(0, 1), 𝐵𝑛

𝐷−→ 1이면 𝐵𝑛𝑋𝑛
𝐷−→ 𝒩(0, 1)인가? 𝐵𝑛이 상수

로 분포수렴하면 확률수렴이기도 함(정리 2.3(b))을 써서 답하라. 풀이 46쪽

연습 4.7 (무시할수있는항증명★★ 유도형) 보조정리 4.1을 다음 순서로 증명하라. 𝐹𝑌 를 𝑌의

분포함수, 𝑥를 그 연속점이라 하자.

(a) {𝑌𝑛 +𝑅𝑛 ≤ 𝑥} ⊂ {𝑌𝑛 ≤ 𝑥+ 𝜀} ∪ {|𝑅𝑛| ≥ 𝜀}와 {𝑌𝑛 ≤ 𝑥− 𝜀} ⊂ {𝑌𝑛 +𝑅𝑛 ≤ 𝑥} ∪ {|𝑅𝑛| ≥ 𝜀}를
원소 추적으로 보여라.

(b) 𝐹𝑌 의 불연속점은 셀 수 있게 많으므로 𝑥 ± 𝜀이 모두 연속점인 𝜀을 얼마든지 작게 고를

수 있음을 설명하라.

(c) (a)(b)로 𝐹𝑌 (𝑥 − 𝜀) ≤ lim inf𝑛 𝑃(𝑌𝑛 +𝑅𝑛 ≤ 𝑥) ≤ lim sup𝑛 𝑃(𝑌𝑛 +𝑅𝑛 ≤ 𝑥) ≤ 𝐹𝑌 (𝑥 + 𝜀)을
보여라.

(d) 𝜀 ↓ 0으로 결론을 내라. 정리 2.3(a)의 증명과 무엇이 같고 무엇이 다른가?

풀이 46쪽
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5
다변량으로—선형결합하나면된다

평균 하나가 아니라 여러 개를 함께 추정할 때가 많다. 다항분포의 범주별 비율, ( ̄𝑋, 1
𝑛
∑𝑋2

𝑖 ),
회귀계수의 벡터(13회). 벡터의 극한도 5회의 Cramér–Wold와 같은 생각, 곧 “모든 선형결합을

보면 된다”로 해결된다.

5.1 벡터의수렴과다변량중심극한정리

정의 5.1 (벡터의 수렴) ℝ𝑘의 확률벡터 𝐗𝑛이 모든 성분에서 𝐗의 성분으로 확률수렴하면

𝐗𝑛
𝑃−→ 𝐗라 쓴다. 결합분포함수가 𝐗의 결합분포함수의 모든 연속점에서 수렴하면 𝐗𝑛

𝐷−→ 𝐗
라 쓴다.

정리 1.3와 Slutsky의 정리는 벡터에서도 같은 증명으로 성립한다. 2.3절의 상자도 벡터의 mgf
𝑀𝐗(𝐭) = 𝐸𝑒𝐭′𝐗에 대해 성립한다.

정리 5.2 (다변량 중심극한정리) 𝐗1, 𝐗2,… 가 ℝ𝑘의 iid 확률벡터이고 mgf가 𝟎의 근방에서

존재하며, 평균 𝝁, 공분산행렬 Σ이면

√𝑛 (𝐗̄𝑛 − 𝝁) 𝐷−→ 𝒩𝑘(𝟎, Σ).

증명. 전략 방향 𝐭를 하나 고정하면 벡터의 mgf는 1차원 변수 𝑌 𝑖 = 𝐭′(𝐗𝑖 − 𝝁)의 합의 mgf다. 정

리 3.1의 증명 4 5 를 𝑡 = 1에서 그대로 하고, 모든 𝐭에서 극한이 𝒩𝑘(𝟎, Σ)의 mgf임을 확인한다.

단계별 증명은 연습 5.5(유도형)에서 직접 쓴다. 완성된 증명은 부록 A의 풀이 47쪽에 있다.

증명은 1차원의 중심극한정리를 모든 방향 𝐭에 한 번씩 쓴 것이다. 벡터의 극한이 결합정규인

것은 5회 정리 3.10에서처럼 모든선형결합이정규이기 때문이다.

예제 5.3 (다항분포의정규극한) 𝑛번의 독립 시행에서 결과가 범주 𝑗일 확률이 𝑝𝑗 (𝑗 = 1,… , 𝑘)
이면, 시행 𝑖의 결과를 원핫 벡터 𝐗𝑖(범주 𝑗이면 𝑗번째 성분만 1)로 쓸 수 있다. 𝐸𝐗𝑖 = 𝐩이고,

𝑋𝑖𝑗𝑋𝑖𝑙 = 0 (𝑗 ≠ 𝑙), 𝑋2
𝑖𝑗 = 𝑋𝑖𝑗이므로

Cov(𝐗𝑖) = diag(𝐩) − 𝐩𝐩′ =∶ Σ𝐩.
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범주별 개수 𝐍 = ∑𝐗𝑖는 다항분포이고(4회 정리 1.8의 공분산 −𝑛𝑝𝑗𝑝𝑙과 같다) 정리 5.2로

√𝑛 (𝐩̂ − 𝐩) 𝐷−→ 𝒩𝑘(𝟎, Σ𝐩).

Σ𝐩𝟏 = 𝐩−𝐩 = 𝟎이므로 극한은 특이 정규분포다(5회 명제 5.6). 비율의 합이 언제나 1이라는

제약 하나가 차원 하나를 없앤다(그림 5.1).

이 예제가 8회의 출발점이다. Pearson(1900)의 적합도 통계량 𝑋2 = ∑𝑗
(𝑁𝑗−𝑛𝑝𝑗)2

𝑛𝑝𝑗
은 √𝑛(𝐩̂ − 𝐩)

의 이차형식이고, 5회 정리 3.17(이차형식은 𝜒2)과 정리 5.2를 합치면 𝑋2 𝐷−→ 𝜒2(𝑘 − 1)이 나온다.

자유도 𝑘 − 1은 위의 제약 하나 때문이다.

5.2 다변량델타방법

정리 5.4 (다변량델타방법) √𝑛(𝐘𝑛 − 𝜽) 𝐷−→ 𝒩𝑘(𝟎, Σ)이고 𝑔 ∶ ℝ𝑘 → ℝ가 𝜽에서 미분가능하

며 기울기가 ∇𝑔이면

√𝑛(𝑔(𝐘𝑛) − 𝑔(𝜽))
𝐷−→ 𝒩(0, ∇𝑔′ Σ∇𝑔).

증명. 전략 미분가능성을 “1차 근사 +나머지”로 쓴다. 1차 항은 정규벡터의 선형결합이고, 나머

지는 확률적으로 유계인 양과 확률적으로 0인 양의 곱이다. 보조정리 4.1로 합친다. 단계별 증명은

연습 5.6(유도형)에서 직접 쓴다. 완성된 증명은 부록 A의 풀이 47쪽에 있다.

0.4 0.5 0.6
̂p1

0.20

0.25

0.30

0.35

0.40

0.45

̂ p 2

n = 200: 94.8% inside

95% normal ellipse

0 5 10

X 2 = ∑
j

(Nj − npj)2/(npj)

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Pearson's statistic (lecture 8)

χ2(2)

그림 5.1 왼쪽: 세 범주(𝐩 = (0.5, 0.3, 0.2), 𝑛 = 200)의 ( ̂𝑝1, ̂𝑝2) 2,000개와 정규 극한의 95%타원. 오른쪽:

Pearson통계량 ∑𝑗
(𝑁𝑗−𝑛𝑝𝑗)2

𝑛𝑝𝑗
의 히스토그램과 𝜒2(2) 밀도. 8회에서 증명한다.
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예제 5.5 (표본분산의 점근분포) 𝐘𝑛 = ( ̄𝑋𝑛,
1
𝑛
∑𝑋2

𝑖 ), 𝑔(𝑎, 𝑏) = 𝑏 − 𝑎2이면 𝑔(𝐘𝑛) =
𝑛−1
𝑛
𝑆2𝑛

이다. 𝜇 = 0으로 두어도 되고(위치를 옮겨도 𝑆2는 그대로), 그러면 𝜽 = (0, 𝜎2), ∇𝑔 =
(−2𝑎, 1) = (0, 1)이므로 둘째 성분의 분산만 남는다:

√𝑛 (𝑆2𝑛 − 𝜎2) 𝐷−→ 𝒩(0, Var 𝑋2) = 𝒩(0, 𝜇4 − 𝜎4).

(
𝑛−1
𝑛

과의 차이는 Slutsky로 사라진다.) 정규이면 𝜇4 − 𝜎4 = 2𝜎4으로 6회 따름정리 2.3과
맞고, 지수이면 9 − 1 = 8이다(시뮬레이션 7.98). 6회 7.4절에서 분산의 𝐹 검정이 첨도에

민감했던 이유가 이 분산의 𝜇4다.

연습문제

연습 5.1 (원핫벡터의공분산★) 예제 5.3의 Cov(𝐗𝑖) = diag(𝐩)−𝐩𝐩′를 성분별로 확인하고, Σ𝐩
의 계수가 𝑘−1임을 보여라. (힌트: 𝟏에 수직인 벡터 𝐯에 대해 𝐯′Σ𝐩𝐯 = ∑𝑝𝑗𝑣2𝑗 −(∑𝑝𝑗𝑣𝑗)2.)
풀이 46쪽

연습 5.2 (비율 추정량 ★★) (𝑋𝑖, 𝑌 𝑖)가 iid이고 𝜇𝑋 ≠ 0이면 𝑅 = 𝜇𝑌 /𝜇𝑋 의 추정량 𝑅̂ = ̄𝑌/ ̄𝑋
에 대해 √𝑛(𝑅̂ − 𝑅) 𝐷−→ 𝒩(0, 𝜎

2
𝑌 − 2𝑅𝜎𝑋𝑌 + 𝑅2𝜎2𝑋

𝜇2𝑋
)임을 보여라. 풀이 47쪽

연습 5.3 (Fisher의 𝑧★) 이변량 정규 표본의 상관계수 𝑟이 √𝑛(𝑟 − 𝜌) 𝐷−→ 𝒩(0, (1 − 𝜌2)2)을
만족함을 받아들이자(13회). 𝑧 = 1

2
log 1+𝑟

1−𝑟
의 점근분산이 𝜌와 상관없이 1임을 보여라(Fisher,

1921). 분산 안정화 변환이다. 풀이 47쪽

연습 5.4 (변동계수 ★★) 𝜇 > 0이고 𝐸𝑋4 < ∞인 iid 표본의 변동계수 𝑆𝑛/ ̄𝑋𝑛의 점근분산을

다변량 델타 방법으로 구하라. 정규 모집단이면
𝑐2

2
+ 𝑐4 (𝑐 = 𝜎/𝜇)임을 보여라. 풀이 47쪽

연습 5.5 (다변량 중심극한정리증명★★ 유도형) 정리 5.2를 다음 순서로 증명하라.

(a) 𝐭를 고정하고 𝑌 𝑖 = 𝐭′(𝐗𝑖 − 𝝁)로 두면 𝑌 𝑖는 iid, 평균 0, 분산 𝐭′Σ𝐭임을 보여라(5회 보조

정리 3.1).

(b) 𝑀√𝑛(𝐗̄𝑛−𝝁)(𝐭) = [𝑀𝑌 (1/√𝑛)]
𝑛
임을 보여라.

(c) 𝐭′Σ𝐭 > 0이면 정리 3.1의 증명 4 5 를 𝑡 = 1에서 따라 (b)의 로그가
1
2
𝐭′Σ𝐭로 감을 보여라.

𝐭′Σ𝐭 = 0이면 왜 처음부터 성립하는가?

(d) 극한이 𝒩𝑘(𝟎, Σ)의 mgf(5회 정의 3.4)임을 확인하고, 2.3절의 상자(벡터의 mgf)로 결론

을 내라.

풀이 47쪽
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연습 5.6 (다변량 델타방법증명★★ 유도형) 정리 5.4를 다음 순서로 증명하라.

(a) 𝑔가 𝜽에서 미분가능하다는 것을 𝑔(𝐲) − 𝑔(𝜽) = ∇𝑔′(𝐲 − 𝜽) + ‖𝐲 − 𝜽‖ 𝑟(𝐲), 𝑟(𝜽) = 0, 𝑟은
𝜽에서 연속인 꼴로 써라.

(b) ∇𝑔′√𝑛(𝐘𝑛 − 𝜽) 𝐷−→ 𝒩(0,∇𝑔′Σ∇𝑔)임을 2.3절의 연속사상 상자(선형함수는 연속)와 5회
정리 3.8로 보여라.

(c) √𝑛‖𝐘𝑛 − 𝜽‖가 확률적으로 유계이고 𝑟(𝐘𝑛)
𝑃−→ 0임을 보여 둘째 항이

𝑃−→ 0임을 보여라.

(d) 보조정리 4.1로 결론을 내라.

풀이 47쪽
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6
계산으로—Monte Carlo (1946→ 1949)

역사 1946년 수학자 Stanisław Ulam은 병상에서 카드 놀이(Canfield 솔리테어)가 이길 확률을 계

산하다가, 조합론으로 풀기보다 백 번 해 보고 세는 편이 빠르다는 것을 깨달았다. 그는 이 생각을

Los Alamos의 John von Neumann에게 말했고, 둘은 핵분열 장치 안의 중성자 확산을 난수로 흉내

내는 계획을 세웠다. 1948년 ENIAC이 그 계산을 했다. 동료 Nicholas Metropolis가 Ulam의 삼촌이

드나들던 도박장의 이름을 따 이 방법을 Monte Carlo라 불렀고, Metropolis와 Ulam(1949)이 JASA
에 같은 이름의 논문을 냈다. 방법 자체는 Buffon의 바늘(1절)과 Student의 카드(6회)부터 있었다.

새로운 것은 컴퓨터, 그리고 결과의 오차를 함께 말하는 습관이었다.

6.1 오차를아는시뮬레이션

정리 6.1 (Monte Carlo 추정) 𝜃 = 𝐸 ℎ(𝑋)를 구하려고 𝑋의 분포에서 iid 표본 𝑋1,… , 𝑋𝑛을

만들어 ̂𝜃𝑛 =
1
𝑛
∑ℎ(𝑋𝑖)로 둔다.

(a) 𝐸|ℎ(𝑋)| < ∞이면 𝐸 ̂𝜃𝑛 = 𝜃이고 ̂𝜃𝑛
𝑃−→ 𝜃.

(b) 𝜎2ℎ = Var ℎ(𝑋) < ∞이고 𝑠2ℎ이 ℎ(𝑋𝑖)들의 표본분산이면, ̂𝜃𝑛 ± 𝑧𝛼/2 𝑠ℎ/√𝑛의 포함확률은

1 − 𝛼로 간다.

증명. (a) 선형성과 정리 1.6. (b) 따름정리 4.3를 iid변수 ℎ(𝑋𝑖)에 쓴다.

정리는 Monte Carlo의 두 가지 성질을 말한다. 오차는 𝜎ℎ/√𝑛으로 차원과 상관없고, 오차의 크

기를 같은 표본으로 어림할 수 있다. 정확도를 한 자리 높이려면 𝑛을 100배 해야 하므로, 실제의

기술은 𝜎ℎ를 줄이는 데 있다(6.3절).

예제 6.2 (Chebyshev 대신 중심극한정리) 2회 예제 6.4에서 ∫1
0 𝑒𝑥

2𝑑𝑥 = 1.4627을 균등 난

수로 구할 때, 오차가 0.01 이상일 확률을 1% 이하로 하려면 Chebyshev로 𝑛 ≥ 𝜎2ℎ
0.012⋅0.01

=
2.25 × 105이면 충분했다(𝜎2ℎ = 0.2251). 중심극한정리로는 𝑃(| ̂𝜃𝑛 − 𝜃| ≥ 0.01) ≈ 𝑃(|𝑍| ≥
0.01√𝑛
𝜎ℎ

) = 0.01에서

𝑛 ≈ (𝑧0.005 𝜎ℎ0.01 )
2
= (2.576 × 0.474

0.01 )
2
≈ 1.49 × 104.

15분의 1이다. Chebyshev는 모든 분포에 맞는 보장이라 보수적이고, 중심극한정리는
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이 분포에 맞는 근사다. 6회의 카드 실험에서 섞기 400번의 비율이 표준편차 0.0077 ≈
√0.05 ⋅ 0.95/750로 흩어진 것도 이 정리의 예다.

6.2 원하는분포에서뽑기—기각표집

ℎ(𝑋)의 평균을 구하려면 𝑋의 분포에서 뽑을 수 있어야 한다. 분포함수의 역함수를 알면 역함수

표집(2회 정리 4.7)을 쓰고, 정규처럼 역함수가 닫힌 꼴이 아니면 Box–Muller(3회 정리 5.4) 같은

변환을 찾는다. 밀도만 알 때 쓰는 일반적인 방법이 von Neumann(1951)의 기각 표집이다.

알고리즘 6.3 (기각 표집) 목표 밀도 𝑓, 뽑기 쉬운 제안 밀도 𝑔, 상수 𝑀이 모든 𝑥에서 𝑓(𝑥) ≤
𝑀𝑔(𝑥)를 만족한다.

1. 𝑌 ∼ 𝑔와 𝑈 ∼ U(0, 1)을 독립으로 뽑는다.

2. 𝑈 ≤ 𝑓(𝑌)
𝑀𝑔(𝑌)이면 𝑌를 받아들여 내놓고, 아니면 1로 돌아간다.

정리 6.4 (기각 표집의 정당성) 알고리즘 6.3이 내놓는 값의 밀도는 𝑓이다. 한 번 시도에서

받아들일 확률은 1/𝑀이고, 시도 횟수는 평균 𝑀인 기하분포를 따른다.

증명. 전략 한 번의 시도에서 “받아들이고 𝑌 ≤ 𝑥”인 확률을 이중적분으로 계산하면 𝐹(𝑥)/𝑀이

된다. 시도들이 독립이므로 내놓는 값의 분포는 받아들인 시도의 조건부분포이고, 시도 횟수는

기하분포다.

1 한 번의 시도에서 (𝑌 , 𝑈)의 결합밀도는 𝑔(𝑦) ⋅ 1 (0 < 𝑢 < 1)이다. 독립, 3회 정리 3.2

2 받아들이는 사건을 𝐴 = {𝑈 ≤ 𝑓(𝑌)/(𝑀𝑔(𝑌))}라 하면

𝑃(𝑌 ≤ 𝑥, 𝐴) = ∫
𝑥

−∞
𝑔(𝑦) 𝑃(𝑈 ≤ 𝑓(𝑦)

𝑀𝑔(𝑦))𝑑𝑦 1 , 반복적분 [T6]

= ∫
𝑥

−∞
𝑔(𝑦) 𝑓(𝑦)𝑀𝑔(𝑦) 𝑑𝑦 =

𝐹(𝑥)
𝑀 . 0 ≤ 𝑓/(𝑀𝑔) ≤ 1

3 𝑥 → ∞로 보내면 𝑃(𝐴) = 1
𝑀

이다. 1회 정리 4.7

4 𝑘번째 시도에서 처음 받아들이고 그 값이 𝑥 이하일 확률은 (1 − 1
𝑀
)𝑘−1 𝐹(𝑥)

𝑀
이다.

시도들의독립, 2 3

5 𝑘에 대해 더하면 내놓는 값이 𝑥 이하일 확률은
𝐹(𝑥)
𝑀

∑𝑘≥1(1 −
1
𝑀
)𝑘−1 = 𝐹(𝑥)이다.

가산가법성, 기하급수 [T5]

6 4 에서 𝐹(𝑥)를 1로 바꾸면 처음 받아들일 때까지의 시도 횟수가 성공 확률 1/𝑀의 기하분
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포이고 평균이 𝑀임을 얻는다. 4회 1절

조건확인 𝑔(𝑦) = 0인 곳에서는 𝑓(𝑦) ≤ 𝑀𝑔(𝑦) = 0이므로 비 𝑓/(𝑀𝑔)를 정의하지 않아도 그 𝑦는

적분에 기여하지 않는다. 2 의 반복적분은 음이 아닌 함수의 적분이므로 Tonelli로 순서를 정할

수 있다 [T6]. 𝑀 ≥ 1인 것은 1 = ∫𝑓 ≤ 𝑀∫𝑔 = 𝑀에서 나온다.

예제 6.5 (지수 난수로 정규 난수 만들기) 반정규 밀도 𝑓(𝑥) = √2/𝜋 𝑒−𝑥2/2 (𝑥 > 0)를 𝑔(𝑥) =
𝑒−𝑥로 덮는다.

𝑓
𝑔
= √2/𝜋 𝑒𝑥−𝑥2/2은 𝑥 = 1에서 최대이므로 𝑀 = √2𝑒/𝜋 = 1.3155이고,

받아들일 확률은 0.760이다. 받아들인 값에 무작위 부호를 붙이면 𝒩(0, 1)이다. 지수 난수는

− log𝑈로 만든다(2회 정리 4.7). 받아들이는 조건은 𝑈 ≤ 𝑒−(𝑌−1)2/2로 간단해진다(연습 6.2).

6.3 오차를줄이기—중요도표집과반대변량

정리 6.6 (중요도 표집) ℎ(𝑥)𝑓(𝑥) ≠ 0인 곳에서 𝑔(𝑥) > 0이면, 𝑌 𝑖
iid∼ 𝑔에 대해

̂𝜃IS𝑛 = 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

ℎ(𝑌 𝑖) 𝑤(𝑌 𝑖), 𝑤 = 𝑓
𝑔

는 𝜃 = 𝐸𝑓ℎ(𝑋)의 불편추정량이고 분산은
1
𝑛
(𝐸𝑔[ℎ(𝑌)2𝑤(𝑌)2] − 𝜃2)이다. ℎ ≥ 0이면 𝑔 ∝ ℎ𝑓

일 때 분산이 0이다.
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그림 6.1 왼쪽: 기각 표집. (𝑌, 𝑈𝑀𝑔(𝑌))를 𝑀𝑔 아래에 고르게 뿌리고(회색) 𝑓 아래의 점만(청록) 남긴다.

남은 점의 가로 좌표가 𝑓를 따른다. 오른쪽: 𝑃(𝑍 > 4)의 추정. 보통의 Monte Carlo(파랑)는 𝑛 = 104에서

거의 언제나 0을 내놓고, 중요도 표집(빨강)은 같은 𝑛에서 상대오차 2%로 맞힌다.
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증명. 전략 가중치 𝑤 = 𝑓/𝑔가 𝑔로 뽑은 표본을 𝑓의 기댓값으로 되돌린다는 것을 적분 한 줄로

보이고, 분산은 iid 평균의 분산 공식으로 계산한다. 단계별 증명은 연습 6.6(유도형)에서 직접

쓴다. 완성된 증명은 부록 A의 풀이 48쪽에 있다.

분산이 0인 𝑔는 𝜃를 알아야 만들 수 있으므로 실제로는 쓸 수 없다. 그러나 방향은 알려 준다. “ℎ𝑓
가 큰 곳에서 많이 뽑고, 가중치로 바로잡아라.”

예제 6.7 (드문 사건) 𝜃 = 𝑃(𝑍 > 4) = 3.17 × 10−5를 보통의 Monte Carlo로 구하면 ℎ =
1{𝑍 > 4}이고 상대 표준오차는 √(1 − 𝜃)/(𝑛𝜃)다. 𝑛 = 104이면 1.78, 곧 추정값이 대개 0
이다. 상대오차를 10%로 하려면 𝑛 ≈ 3× 106이 필요하다. 제안분포를 𝑔 = 𝒩(4, 1)로 옮기면

𝑤(𝑦) = 𝜙(𝑦)/𝜙(𝑦 − 4) = 𝑒−4𝑦+8이고, 한 표본의 분산이 4.5 × 10−9로 보통 Monte Carlo의
𝜃(1 − 𝜃) = 3.2 × 10−5보다 약 7,000배 작다. 𝑛 = 104에서 상대오차가 2%다. 금융의 극단

손실, 통신의 오류율, 희귀 변이의 검정처럼 작은 확률을 다루는 계산이 모두 이 방법을 쓴다.

예제 6.8 (반대 변량) 𝑈와 1 − 𝑈는 같은 분포이고, ℎ가 단조이면 ℎ(𝑈)와 ℎ(1 − 𝑈)는 음

의 상관을 갖는다. 그래서
1
2
(ℎ(𝑈) + ℎ(1 − 𝑈))를 쓰면 같은 계산량에서 분산이 줄어든다.

ℎ(𝑥) = 𝑒𝑥2 이면 난수 2개의 평균의 분산 𝜎2ℎ/2 = 0.1126이 반대 변량에서는 0.0280으로 4.0
배 작다(연습 6.5).

연습문제

연습 6.1 (원으로 잰 𝜋★) 𝑈1, 𝑈2
iid∼ U(0, 1)이면 4 ⋅ 1{𝑈2

1 + 𝑈2
2 ≤ 1}의 평균은 𝜋이다. 분산을

구하고, 𝑛 = 104에서 표준오차가 0.016임을 보여라. Buffon의 바늘(𝑛 = 104에서 0.024)보다

나은가? 풀이 48쪽

연습 6.2 (받아들이는조건★) 예제 6.5에서
𝑓(𝑦)
𝑀𝑔(𝑦)

= 𝑒−(𝑦−1)2/2임을 보여라. 풀이 48쪽

연습 6.3 (베타난수★★) Beta(2.7, 6.3)을 𝑔 = U(0, 1)로 기각 표집할 때 가장 작은 𝑀은 밀도

의 최댓값이다. 최빈값
𝑎−1

𝑎+𝑏−2
에서 𝑀 = 2.67, 받아들일 확률 0.375임을 확인하라. 4회 정리

4.2의 감마의 비를 쓰는 방법과 비교하면? 풀이 48쪽

연습 6.4 (두꺼운 꼬리가 필요하다 ★★) 𝑓 = 𝒩(0, 1), ℎ(𝑥) = 𝑥2을 제안분포 𝑔 = 𝒩(0, 𝜏2)로
중요도 표집하면 𝜏2 ≤ 1

2
일 때 분산이 무한임을 보여라. 제안분포의 꼬리가 목표보다 얇으면

가중치 𝑤가 폭발한다. 풀이 48쪽

연습 6.5 (반대 변량의 분산★★★) Var ℎ(𝑈)+ℎ(1−𝑈)
2

= 1
2
(𝜎2ℎ + Cov(ℎ(𝑈), ℎ(1 − 𝑈)))임을 보

이고, ℎ가 증가함수이면 Cov(ℎ(𝑈), ℎ(1 − 𝑈)) ≤ 0임을 보여라. (힌트: 독립인 𝑈,𝑉에 대해

(ℎ(𝑈) − ℎ(𝑉))(ℎ(1 − 𝑈) − ℎ(1 − 𝑉)) ≤ 0.) 풀이 48쪽
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연습 6.6 (중요도 표집증명★ 유도형) 정리 6.6를 다음 순서로 증명하라.

(a) 𝐸𝑔[ℎ(𝑌)𝑤(𝑌)] = ∫ℎ𝑓
𝑔
𝑔 = ∫ℎ𝑓 = 𝜃를 보여라. 𝑔(𝑥) = 0이고 ℎ(𝑥)𝑓(𝑥) ≠ 0인 점이

있으면 어느 등호가 틀리는가?

(b) Var𝑔(ℎ(𝑌)𝑤(𝑌)) = 𝐸𝑔[ℎ2𝑤2] − 𝜃2을 써서 ̂𝜃IS𝑛 의 분산을 구하라(2회 정리 2.2, 2.8).

(c) ℎ ≥ 0, 𝜃 > 0이고 𝑔 = ℎ𝑓/𝜃이면 ℎ(𝑌)𝑤(𝑌) = 𝜃가 상수임을 보여 분산이 0임을 확인하라.

(d) (c)의 𝑔가 실제로 쓸 수 없는 이유를 설명하라.

풀이 48쪽
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7
부숴보기—분산이무한하고, 꼬리를물을때

중심극한정리의 가정은 단 하나, 유한한 분산이다. 이 가정을 깨면 무엇이 남고 무엇이 무너지는

가? 그리고 가정이 성립해도 정리가 답하지 않는 질문은 무엇인가?

7.1 평균은있지만분산이없을때

밀도가 𝑓(𝑥) = 𝛼𝑥−(𝛼+1) (𝑥 ≥ 1)인 Pareto 분포는 𝛼 > 𝑘일 때만 𝑘차 적률이 있다(연습 7.1).
𝛼 = 1.5이면 평균 𝜇 = 𝛼

𝛼−1
= 3은 있고 분산은 무한하다. 소득, 도시의 인구, 파일 크기, 보험

손해처럼 “소수가 전체의 큰 몫을 차지하는” 양이 이런 꼬리를 갖는다.

예제 7.1 (Pareto 표본의평균) 정리 1.6으로 ̄𝑋𝑛
𝑃−→ 3이다. 그러나 수렴은 느리고 기묘하다.

𝑃(| ̄𝑋𝑛 − 3| < 0.1) 𝑃( ̄𝑋𝑛 < 3) 𝑡-구간의 포함확률

𝑛 = 100 0.10 0.71 0.71

𝑛 = 1,000 — — 0.76

𝑛 = 10,000 0.46 0.68 —

표본평균은 대개 참값보다 작다. 평균의 상당 부분을 드물게 나오는 아주 큰 값이 실어 나르

는데, 대부분의 표본에는 그런 값이 없기 때문이다. 그리고 드물게 큰 값이 들어오면 평균이

크게 뛴다. 95% 𝑡-구간은 𝑛 = 1000에서도 76%만 맞고, 놓친 구간은 거의 모두 참값보다

아래에 있다.

무엇이 잘못되었나? √𝑛( ̄𝑋𝑛 − 𝜇)의 “척도”가 맞지 않는다. 분산이 무한하면 합의 흩어짐은 √𝑛
보다 빨리 자란다.
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증명없이쓰는사실 (일반화된중심극한정리—안정분포) 꼬리가 𝑃(|𝑋| > 𝑥) ≈ 𝑐𝑥−𝛼 (0 < 𝛼 <

2)이면 적당한 상수 𝑏𝑛에 대해
∑𝑖≤𝑛 𝑋𝑖 − 𝑏𝑛

𝑛1/𝛼 이 정규가 아닌 𝛼-안정분포로 분포수렴한다

(Lévy 1925, Gnedenko–Kolmogorov 1949). 𝛼 = 2의 경계가 정규, 𝛼 = 1의 대칭인 경우가

Cauchy다. 안정분포는 “같은 분포 둘을 더해 척도를 바꾸면 다시 같은 분포”가 되는 분포

이고, 정규와 Cauchy말고는 밀도가 닫힌 꼴이 아니다.

𝛼 = 1.5이면 합은 𝑛2/3의 척도로 흩어지므로 평균의 오차는 𝑛2/3/𝑛 = 𝑛−1/3의 속도로만 준다. 정

확도를 한 자리 높이려면 𝑛을 100배가 아니라 1,000배 해야 한다. 그리고 극한분포는 오른쪽으로

크게 치우친 안정분포다(그림 7.1).

7.2 평균도없을때

Cauchy분포는 평균이 없다. 예제 3.5처럼 ̄𝑋𝑛은 모든 𝑛에서 관측 하나와 같은 분포이므로 대수의

법칙조차 없다. 누적 평균의 경로는 수렴하지 않고 몇천 번째 관측에서도 크게 뛴다(그림 7.1 왼

쪽). 그러나 중심을 추정할 방법이 없는 것은 아니다. 표본 중앙값은 Cauchy에서도 √𝑛의 속도로

중심에 모이고, 점근분산은
𝜋2

4𝑛
이다(𝑛 = 101의 시뮬레이션에서 𝑛Var = 2.52, 이론 2.47). 평균이

실패하는 곳에서 순위에 기반한 통계량이 살아남는다. 15회의 주제다.

100 102 104

n

−3

−2

−1

0

1

2

3
running mean − center

exponential
Pareto 1.5
Cauchy

−5 0 5

n1/3( ̄Xn − 3)

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20
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그림 7.1 왼쪽: 누적 평균의 경로. 지수(분산 유한)는 1/√𝑛으로 안정되고, Pareto 𝛼 = 1.5는 드문 큰

값마다 뛰며 천천히 내려앉고, Cauchy는 영원히 뛴다. 가운데: Pareto표본의 𝑛1/3( ̄𝑋𝑛 − 3) (𝑛 = 100,
10,000)은 같은 치우친 모양으로 모인다. 오른쪽: 같은 자료를 √𝑛( ̄𝑋𝑛 − 3)/𝑆𝑛으로 표준화한 값은

표준정규(점선)와 거리가 멀다.

33



수리통계학 7회 · 극한의언어 7 부숴보기—분산이무한하고, 꼬리를물을때

7.3 가정이성립해도—꼬리의상대오차

중심극한정리는 분포함수의 절대 오차가 0으로 간다고 말한다. 꼬리의 아주 작은 확률은 절대오

차가 작아도 상대오차가 클 수 있다.

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

z (left: lower tail, right: upper tail)
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10−1

100

101

ex
ac
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 n
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tail probability ratio for a sum of exponentials

n = 10
n = 30
n = 100
n = 1000

그림 7.2 Exp(1) 𝑛개의 표준화한 합에서 정확한 꼬리 확률과 정규근사의 비(오른쪽 𝑧 > 0:
𝑃(𝑍𝑛 > 𝑧)/(1 − Φ(𝑧)), 왼쪽 𝑧 < 0: 𝑃(𝑍𝑛 < 𝑧)/Φ(𝑧)). 정규근사는 오른쪽 꼬리를 얕잡고(비 > 1) 왼쪽

꼬리를 과장한다(비 < 1). 𝑛이 커지면 1로 가지만 꼬리가 깊을수록 느리다. 중심극한정리는 분포의

가운데에 대한 정리다.
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예제 7.2 (지수 30개의 꼬리) Exp(1) 30개의 합 𝑆 ∼ Γ(30, 1)에서

𝑃(𝑆 > 30 + 3√30) = 0.0042, 𝑃(𝑆 < 30 − 3√30) = 0.00008

인데 정규근사는 둘 다 0.00135다. 오른쪽 꼬리는 3.1배 얕잡고 왼쪽은 17배 과장한다. 분포

함수의 오차는 기껏 0.024였다(예제 3.4). 꼬리의 확률을 물을 때는 Chernoff한계(2회 정리

8.1)나 정확한 분포가 필요하다. 유전체 연구에서 𝑝 < 5 × 10−8 같은 문턱을 정규근사로

계산하면 이 차이가 결론을 바꾼다.

7.4 기울기가 0이면

델타 방법은 𝑔′(𝜃) ≠ 0일 때√𝑛의 속도로 정규 극한을 준다. 𝑔′(𝜃) = 0이면 1차 항이 사라져 극한이

0으로 퇴화한다. 예를 들어 𝜇 = 0일 때 ̄𝑋2
𝑛은 √𝑛이 아니라 𝑛의 속도로 0에 가고, 𝑛 ̄𝑋2

𝑛
𝐷−→ 𝜎2𝜒2(1)

이다(연습 4.2). 지수 표본에서 중심화한 𝑛 ̄𝑋2의 평균은 1.00, 𝑃(𝑛 ̄𝑋2 > 3.84) = 0.050로 𝜒2(1)과
맞는다. 귀무가설 위에서 기울기가 0이 되는 이런 상황이 9회의 가능도비 검정(Wilks정리)이 𝜒2

분포를 갖는 이유다.

연습문제

연습 7.1 (Pareto의적률★) 𝑓(𝑥) = 𝛼𝑥−(𝛼+1) (𝑥 ≥ 1)이면 𝐸𝑋𝑘 < ∞ ⟺ 𝑘 < 𝛼임을 보이고,

𝛼 > 1이면 𝐸𝑋 = 𝛼
𝛼−1

임을 보여라. 역함수 표집으로 𝑋 = 𝑈−1/𝛼임을 보여라. 풀이 49쪽

연습 7.2 (중앙값은왜대개작은가★★) Pareto 𝛼 = 1.5의 중앙값은 21/𝛼 = 1.59로 평균 3보다

훨씬 작다. 이것과 “표본평균이 대개 참값보다 작다”는 관찰을 연결해 설명하라. 풀이 49쪽

연습 7.3 (Cauchy의중앙값★★) 연속 밀도 𝑓의 중앙값 𝑚에서 𝑓(𝑚) > 0이면 표본중앙값의

점근분산이
1

4𝑛𝑓(𝑚)2
임을 받아들이자(8회). Cauchy에서

𝜋2

4𝑛
, 정규에서

𝜋𝜎2

2𝑛
임을 보이고, 정규

에서 평균에 대한 중앙값의 효율
2
𝜋
= 0.64를 구하라. 풀이 49쪽

연습 7.4 (꼬리의비★) 노트북으로 Γ(𝑛, 1)의 정확한 꼬리 확률과 정규근사의 비를 𝑧 = 3에서

구하라(𝑛 = 30, 300, 3000). 비가 1에 가까워지는 속도는? 풀이 49쪽
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8
Beautiful insights—평균을내는기계들

8.1 미니배치경사의잡음

신경망의 손실은 학습 자료 𝑁개의 평균 𝐿(𝜽) = 1
𝑁
∑𝑁

𝑖=1 ℓ𝑖(𝜽)이다. 확률적 경사하강법(SGD)은 매

단계 𝐵개를 뽑아 그 평균 기울기 𝐠̂ = 1
𝐵
∑𝑖∈배치∇ℓ𝑖로 𝜽 ← 𝜽−𝜂𝐠̂를 한다. 𝐠̂는 𝑁개의 기울기라는

유한 모집단에서 되돌려 넣지 않고 뽑은 표본평균이다.

명제 8.1 (미니배치 기울기의 평균과 공분산) 𝐠1,… , 𝐠𝑁 의 평균을 𝐠̄ = ∇𝐿, 공분산을 Σ =
1
𝑁
∑(𝐠𝑖 − 𝐠̄)(𝐠𝑖 − 𝐠̄)′라 하면, 크기 𝐵의 단순무작위 배치에 대해

𝐸𝐠̂ = ∇𝐿, Cov(𝐠̂) = Σ
𝐵 ⋅ 𝑁 − 𝐵

𝑁 − 1 .

증명. 𝐼𝑖를 𝑖가 배치에 들어가는 사건의 지시변수라 하면 𝐠̂ = 1
𝐵
∑𝑖 𝐼𝑖𝐠𝑖, 𝐸𝐼𝑖 =

𝐵
𝑁

이므로 평균이

나온다. ∑𝐼𝑖 = 𝐵가 상수이므로 𝐠𝑖를 𝐠̃𝑖 = 𝐠𝑖 − 𝐠̄로 바꿔도 공분산은 같다. Var 𝐼𝑖 =
𝐵
𝑁
(1 − 𝐵

𝑁
),

𝑖 ≠ 𝑗이면 Cov(𝐼𝑖, 𝐼𝑗) = −Var 𝐼𝑖
𝑁−1

이다(Var∑ 𝐼𝑖 = 0에서). 3회 정리 4.2로

Cov(𝐠̂) = Var 𝐼1
𝐵2 [∑

𝑖
𝐠̃𝑖𝐠̃′𝑖 −

1
𝑁 − 1 ∑𝑖≠𝑗

𝐠̃𝑖𝐠̃′𝑗] =
Var 𝐼1
𝐵2 [𝑁Σ + 𝑁Σ

𝑁 − 1],

∑𝑖≠𝑗 𝐠̃𝑖𝐠̃′𝑗 = (∑ 𝐠̃𝑖)(∑ 𝐠̃𝑖)′ −∑ 𝐠̃𝑖𝐠̃′𝑖 = −𝑁Σ이기 때문이다. 정리하면 결론이다.

𝑁−𝐵
𝑁−1

은 4회 정리 1.5의 유한 모집단 수정 그대로다. 𝐵 ≪ 𝑁이면 무시되고, 다변량 중심극한정리로

𝐠̂ ≈ 𝒩(∇𝐿, Σ/𝐵)이다. 그러면 SGD의 한 단계는

𝜽 ← 𝜽 − 𝜂∇𝐿 + 𝜂𝝃, 𝝃 ≈ 𝒩(𝟎, Σ/𝐵)

곧 경사하강에 정규 잡음을 더한 것이다. 잡음의 세기를 정하는 것은 𝜂와 𝐵 따로가 아니라 대략

비 𝜂/𝐵다(Mandt, Hoffman, Blei 2017; Smith와 Le 2018). 배치를 𝑘배로 키울 때 학습률도 𝑘배로

키우라는 선형 스케일링 규칙(Goyal 외, 2017)이 여기서 나온다. 노트북의 선형회귀(𝑁 = 2000)
에서 기울기 공분산의 대각합은 𝐵 = 8, 64, 512에서 이론값 2.19, 0.266, 0.0256과 맞고, 𝐵 = 512
에서는 유한 모집단 수정이 없으면 0.0344로 34%틀린다.
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가정주의 정규 잡음이라는 근사는 개별 기울기의 분산이 유한하다는 가정 위에 있다. 깊은

신경망의 기울기 잡음이 꼬리가 두꺼운 안정분포에 가깝다는 관찰(Simsekli외, 2019)과 보

통의 배치 크기에서는 정규에 가깝다는 반론이 함께 있다. 7절의 그림이 둘 중 어느 쪽이냐에

따라 달라진다.

8.2 MC dropout —예측을여러번평균하기

드롭아웃은 학습 중에 뉴런을 확률 𝑞로 끈다. Gal과 Ghahramani(2016)는예측할때도드롭아웃을

켜고 같은 입력을 𝑇번 통과시키자고 했다. 출력 𝑓1(𝑥),… , 𝑓𝑇(𝑥)는 무작위 마스크에 대한 iid표본

이므로 그 평균은 기대 예측 𝐸𝑚𝑓(𝑥;𝑚)의Monte Carlo추정이고, 표본표준편차는 예측의 흔들림,

곧 모형의 불확실성을 나타낸다. 이 해석이 근사적인 베이즈 추론이라는 논증은 16회에서 본다.

여기서 중요한 것은 정리 6.1다. 평균의 Monte Carlo 오차는 𝑠/√𝑇이므로 𝑇 = 100이면 불확실

성의 10%가 계산 자체의 잡음이다. 불확실성의 크기를 말하려면 그것을 재는 계산의 오차부터

알아야 한다.

8.3 대각합을무작위로—Hutchinson 추정량

큰 행렬 𝐴의 대각합 tr𝐴가 필요하지만 𝐴를 만들 수는 없고 곱 𝐴𝐳만 계산할 수 있는 경우가 많다

(신경망의 헤시안, 연속 정규화 흐름의 야코비안, 점수 맞추기의 발산). Hutchinson(1989)의 방

법은 무작위 벡터 하나로 대각합을 추정한다.

101 102 103

batch size B

10−2

10−1

100

101

minibatch gradient: total variance

simulated
tr Σ/B ⋅ (N − B)/(N − 1)
tr Σ/B

−1.0 −0.5 0.0 0.5

first coordinate, B = 64

0.00

0.25

0.50

0.75

1.00

1.25

1.50

1.75

CLT: gradient + normal noise

full gradient ∇L

그림 8.1 왼쪽: 미니배치 기울기 공분산의 대각합(점)과 명제 8.1(실선). 점선은 유한 모집단 수정이 없는

tr Σ/𝐵. 오른쪽: 한 좌표의 미니배치 기울기(𝐵 = 64)의 히스토그램과 정규 근사.
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명제 8.2 (Hutchinson 추정량) 𝐸𝐳 = 𝟎, 𝐸𝐳𝐳′ = 𝐼이면 𝐸 𝐳′𝐴𝐳 = tr𝐴이다. 𝐴가 대칭일 때

(a) 𝑧𝑖가 iid Rademacher(±1이 반반)이면 Var 𝐳′𝐴𝐳 = 2(‖𝐴‖2𝐹 −∑𝑖 𝑎2𝑖𝑖),
(b) 𝐳 ∼ 𝒩(𝟎, 𝐼)이면 Var 𝐳′𝐴𝐳 = 2‖𝐴‖2𝐹 .

증명. 𝐸𝐳′𝐴𝐳 = ∑𝑖,𝑗 𝑎𝑖𝑗𝐸𝑧𝑖𝑧𝑗 = ∑𝑖 𝑎𝑖𝑖. (a) 𝑧2𝑖 = 1이므로 𝐳′𝐴𝐳 = tr𝐴 + ∑𝑖≠𝑗 𝑎𝑖𝑗𝑧𝑖𝑧𝑗 이고,

𝐸(𝑧𝑖𝑧𝑗𝑧𝑘𝑧𝑙) (𝑖 ≠ 𝑗, 𝑘 ≠ 𝑙)은 {𝑘, 𝑙} = {𝑖, 𝑗}일 때만 1이다. 따라서 분산은 ∑𝑖≠𝑗 𝑎𝑖𝑗(𝑎𝑖𝑗 + 𝑎𝑗𝑖) =
2∑𝑖≠𝑗 𝑎2𝑖𝑗. (b)는 연습 8.4.

Rademacher가 대각 성분만큼 분산이 작다. 𝑚개의 탐침을 평균하면 분산이 1/𝑚로 줄고, 정

리 6.1로 오차 막대를 함께 낸다. 노트북의 30 × 30 대칭행렬에서 탐침 하나의 분산의 이론값은

Rademacher 872,정규 916이고, 시뮬레이션이 이를 확인한다.

연습문제

연습 8.1 (지시변수의 공분산★★) 명제 8.1의 증명에서 Cov(𝐼𝑖, 𝐼𝑗) = − 𝐵(𝑁−𝐵)
𝑁2(𝑁−1)

을 𝑃(𝐼𝑖 = 𝐼𝑗 =

1) = 𝐵(𝐵−1)
𝑁(𝑁−1)

로 직접 확인하라. 풀이 49쪽

연습 8.2 (선형스케일링★) 𝐵 = 256, 𝜂 = 0.1로 학습하던 모형을 𝐵 = 8192로 옮긴다. 잡음의

세기 𝜂/𝐵를 유지하는 학습률은? 한 에폭의 단계 수는 몇 배가 되나? 풀이 50쪽

연습 8.3 (몇 번 통과시키나★) MC dropout에서 예측 평균의 Monte Carlo오차를 예측 표준

편차의 5%이하로 하려면 𝑇는 얼마여야 하나? 풀이 50쪽

연습 8.4 (정규 탐침의 분산 ★★★) 𝐳 ∼ 𝒩(𝟎, 𝐼)이고 𝐴가 대칭이면 𝐴 = 𝑄Λ𝑄′로 대각화해

𝐳′𝐴𝐳 = ∑𝑖 𝜆𝑖𝑊2
𝑖 (𝑊 𝑖

iid∼ 𝒩(0, 1))임을 보이고(5회 정리 3.8), Var = 2∑𝜆2𝑖 = 2‖𝐴‖2𝐹을 유도

하라. 풀이 50쪽

연습 8.5 (탐침의수★★) Rademacher탐침 𝑚개로 tr𝐴를 상대오차 1%(표준오차 기준)로 추

정하려면𝑚 ≥ 2(‖𝐴‖2𝐹−∑𝑎2𝑖𝑖)
(0.01 tr𝐴)2

이어야 함을 보여라. 𝐴 = 𝐼𝑑이면? 𝐴가 양의 정부호이고 고윳값이

고르면 𝑚은 차원 𝑑에 대해 어떻게 변하나? 풀이 50쪽
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9.1 한 장요약

정리 내용 조건

연속사상 (1.3) 𝑌𝑛
𝑃−→ 𝑐, 𝑔가 𝑐에서 연속 ⇒ 𝑔(𝑌𝑛)

𝑃−→ 𝑔(𝑐) —

Khinchin (1.6) ̄𝑋𝑛
𝑃−→ 𝜇;따라서 𝑆2𝑛

𝑃−→ 𝜎2 iid, 𝐸|𝑋| < ∞

두 수렴 (2.3, 2.5)
𝑃−→⇒ 𝐷−→;상수로의

𝐷−→⇒ 𝑃−→;
𝐷−→⇒ 확률적 유계 —

중심극한정리 (3.1) √𝑛( ̄𝑋𝑛 − 𝜇)/𝜎 𝐷−→ 𝒩(0, 1),오차

≤ 0.4748 𝜌/(𝜎3√𝑛)
iid, 𝜎2 < ∞

Slutsky (4.2) 𝐴𝑛 + 𝐵𝑛𝑋𝑛
𝐷−→ 𝑎 + 𝑏𝑋 ; 𝑋̄𝑛−𝜇

𝑆𝑛/√𝑛

𝐷−→ 𝒩(0, 1) 𝐴𝑛, 𝐵𝑛은 상수로

델타 방법 (4.4, 5.4) √𝑛(𝑔(𝑌𝑛) − 𝑔(𝜃)) 𝐷−→ 𝒩(0, 𝑔′(𝜃)2𝜎2),벡터는

∇𝑔′Σ∇𝑔
𝑔미분가능

다변량 CLT (5.2) √𝑛(𝐗̄𝑛 − 𝝁) 𝐷−→ 𝒩𝑘(𝟎, Σ) 모든 선형결합

Monte Carlo (6.1, 6.4, 6.6) ̂𝜃𝑛 ± 𝑧 𝑠ℎ/√𝑛,기각 표집(수락률 1/𝑀), 중요도

가중치 𝑓/𝑔
Var ℎ < ∞

증명의 뼈대는 둘이다. 하나는 mgf의 로그를 2차까지 전개하는 것(중심극한정리, 다변량, 𝜒2

극한)이고, 다른 하나는 작은 항을 따로 떼어 0으로 보내는 것(Khinchin의 잘라 내기, Slutsky,
델타 방법)이다. 7절은 그 뼈대의 가정, 곧 유한한 분산을 깨면 척도가 √𝑛에서 𝑛1/𝛼로 바뀌고

극한이 정규에서 안정분포로 바뀜을 보였다.

9.2 Stigler의 명명법칙

Stigler’s law of eponymy

• Cauchy분포: Poisson(1824)이 평균을 내도 나아지지 않는 오차의 예로 먼저 썼다. Cauchy는 1853
년 Bienaymé와의 논쟁에서 같은 분포를 다시 논했다. Stigler(1974)가 이 내력을 정리했다. 기하학

에서는 17세기부터 “Agnesi의 마녀”라는 곡선으로 알려져 있었다.
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• Monte Carlo 방법: 이름은 Metropolis(1949)가 붙였지만, Buffon(1777)의 바늘, Kelvin(1901)의
기체 운동 계산, Student(1908)의 카드, Fermi의 1930년대 중성자 계산이 모두 같은 방법이었다.

• Slutsky의 정리: 내용의 일부는 Cramér와 다른 이들이 독립적으로 썼고, 교과서의 이름이 굳은

것은 Cramér(1946)를 통해서다.

9.3 7 Pillars 지도

이번 회차는 둘째 기둥 Information의 수학적 핵심이다. Stigler(2016)는 이 기둥을 “정보는 관측

수의 제곱근으로 쌓인다”로 요약했다. 3회에서 Var ̄𝑋 = 𝜎2/𝑛로 그 크기를 보았다면, 이번 회차의

중심극한정리는 그√𝑛의 오차가어떤모양인지를 말한다. 그리고 7절은 이 규칙의 한계, 곧 분산이

무한하면 정보가√𝑛보다 느리게 쌓인다는 것을 보였다. 첫째 기둥Aggregation(평균을 내면 개별

정보를 버리고도 더 많이 안다)도 대수의 법칙의 형태로 다시 나왔다.

9.4 다음회—추론의기초: 표본 · 신뢰구간 · 유의성검정 (1710 → 1937)

이 노트의 극한 정리들로 이제 통계적 추론을 세울 수 있다. 8회는 Arbuthnot(1710)이 82년의

출생 기록으로 “우연인가 섭리인가”를 물은 최초의 유의성 검정에서 시작해, 신뢰구간(Neyman
1937)과 검정의 언어를 정의한다. 5절의 다항분포 극한은 Pearson(1900)의 𝜒2 적합도 검정이

되고, 4절의 스튜던트화한 평균은 대표본 신뢰구간이 된다.
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A
연습문제풀이

각 풀이의 머리에 있는 문제 ○○쪽을 누르면 문제로 돌아간다. 계산 문제의 수치는 노트북에서

같은 계산으로 확인했다.

1절

연습 1.1 문제 6쪽

바늘을 길이 ℓ/𝑚 ≤ 𝑑인 토막𝑚개로 나누면𝑁 = ∑𝑚
𝑗=1𝑁𝑗이고𝑁𝑗는 토막 𝑗의 교차 횟수다. 길이가

𝑑이하인 토막은 기껏 한 번 걸치므로 𝑁𝑗는 지시변수이고 정리 1.1으로 𝐸𝑁𝑗 =
2(ℓ/𝑚)
𝜋𝑑

. 토막들은 서

로 의존하지만 기댓값의 선형성(2회 정리 1.10)은 독립을 요구하지 않으므로 𝐸𝑁 = 𝑚⋅ 2ℓ
𝑚𝜋𝑑

= 2ℓ
𝜋𝑑

.

휘어진 철사는 짧은 선분들로 어림하고 극한을 취한다.

연습 1.2 문제 7쪽

|𝑌𝑛 − 0| = 1
𝑛
< 𝜀이 결국 성립하므로 𝑌𝑛

𝑃−→ 0. 그러나 𝑔(𝑌𝑛) = 1이 모든 𝑛에서 성립하고 𝑔(0) = 0
이다. 𝑔가 0에서 연속이 아니다(오른쪽 극한이 1).

연습 1.3 문제 7쪽

𝑃(|𝑌𝑛| ≥ 𝜀) = 𝑃(𝑌𝑛 = 𝑛) = 1
𝑛
→ 0 (𝜀 ≤ 𝑛). 𝐸𝑌𝑛 = 𝑛 ⋅ 1

𝑛
= 1. 확률

1
𝑛
로 나오는 값 𝑛이 기댓값에는

끝까지 1만큼 기여한다.

연습 1.4 문제 7쪽

𝑡(2)는 𝐸|𝑋| < ∞(6회 정리 3.3(b), 𝑘 = 1 < 2)이고 대칭이므로 평균이 0이다. 정리 1.6으로

̄𝑋𝑛
𝑃−→ 0. 시뮬레이션은 𝑃(| ̄𝑋𝑛| > 0.1) = 0.68 (𝑛 = 100), 0.018 (𝑛 = 10,000). 분산이 무한하므로

Chebyshev부등식의 오른쪽 𝜎2/(𝑛𝜀2)이 무한대가 되어 2회 정리 6.3은 아무것도 말하지 못한다.

연습 1.5 문제 7쪽

|𝑋| > 𝑛이면 왼쪽이 0이다. |𝑋| ≤ 𝑛일 때, |𝑋| ≤ 𝑀이면 𝑋2 = |𝑋| ⋅ |𝑋| ≤ 𝑀|𝑋|이고, 𝑀 < |𝑋| ≤ 𝑛
이면 𝑋2 ≤ 𝑛|𝑋| = 𝑛|𝑋|1{|𝑋| > 𝑀}이다. 𝑀 ≥ 𝑛이면 둘째 경우가 없고 첫째 경우만으로 충분하다.
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어느 경우든 오른쪽의 두 항은 음이 아니다.

연습 1.6 문제 7쪽

(a) 바늘의 중심에서 바늘 끝까지는 길이
ℓ
2
이고, 바늘이 이음매와 이루는 예각이 Θ이면 그 끝

이 이음매에 수직인 방향으로
ℓ
2
sinΘ만큼 떨어져 있다. 가장 가까운 이음매까지의 거리 𝑋가

이 값 이하이면 바늘이 이음매를 넘고, 크면 넘지 않는다. 따라서 걸치는 사건은 {𝑋 ≤ ℓ
2
sinΘ}

이다. (b) 독립이면 결합밀도는 주변밀도의 곱이다(3회 정리 3.2). 𝑋의 밀도는 (0, 𝑑
2
)에서

2
𝑑
, Θ

의 밀도는 (0, 𝜋
2
)에서

2
𝜋
이므로 곱은

4
𝜋𝑑

이다. (c) sin 𝜃 ≤ 1이므로
ℓ
2
sin 𝜃 ≤ ℓ

2
≤ 𝑑

2
이다. ℓ > 𝑑

이면
ℓ
2
sin 𝜃가

𝑑
2
를 넘는 𝜃에서 안쪽 적분의 위끝이 min(ℓ

2
sin 𝜃, 𝑑

2
)가 되어 계산이 바뀐다. (d)

∫
𝜋/2

0
∫

ℓ
2 sin𝜃

0

4
𝜋𝑑 𝑑𝑥 𝑑𝜃 =

4
𝜋𝑑 ⋅ ℓ2 ∫

𝜋/2

0
sin 𝜃 𝑑𝜃 = 4

𝜋𝑑 ⋅ ℓ2 ⋅ 1 =
2ℓ
𝜋𝑑 .

연습 1.7 문제 7쪽

(a) 𝑋𝑖가 iid이면 그 함수 𝑋𝑘
𝑖 도 iid이고(3회 정리 3.4), 𝐸|𝑋𝑘

1 | = 𝐸|𝑋1|𝑘 < ∞이다. 정리 1.6으
로

1
𝑛
∑𝑋𝑘

𝑖
𝑃−→ 𝐸𝑋𝑘이다. (b) ∑(𝑋𝑖 − ̄𝑋𝑛)2 = ∑𝑋2

𝑖 − 2 ̄𝑋𝑛∑𝑋𝑖 + 𝑛 ̄𝑋2
𝑛 = ∑𝑋2

𝑖 − 𝑛 ̄𝑋2
𝑛이므로

𝑆2𝑛 =
1

𝑛−1
∑(𝑋𝑖− ̄𝑋𝑛)2 =

𝑛
𝑛−1

( 1
𝑛
∑𝑋2

𝑖 − ̄𝑋2
𝑛)이다. (c) (a)로 1

𝑛
∑𝑋2

𝑖
𝑃−→ 𝐸𝑋2, ̄𝑋𝑛

𝑃−→ 𝜇이고, 따름정

리 1.4로 1
𝑛
∑𝑋2

𝑖 − ̄𝑋2
𝑛

𝑃−→ 𝐸𝑋2 −𝜇2 = 𝜎2이다. 상수 수열
𝑛

𝑛−1
→ 1은 확률변수

𝑛
𝑛−1

으로 보면 1로
확률수렴하므로 다시 따름정리 1.4의 곱을 쓴다. (d) √⋅는 𝜎2 > 0에서 연속이므로 정리 1.3(a)로
𝑆𝑛

𝑃−→ 𝜎이다. 𝜎2 = 0이어도 √⋅는 [0,∞)의 0에서 (오른쪽으로) 연속이고 𝑆2𝑛 ≥ 0이므로 결론은

같다. 이때 𝑋는 상수이고 𝑆𝑛 = 0이다.

2절

연습 2.1 문제 12쪽

𝑃(𝑛𝑚𝑛 > 𝑥) = 𝑃(모든 𝑈 𝑖 >
𝑥
𝑛
) = (1 − 𝑥

𝑛
)𝑛 → 𝑒−𝑥 (𝑥 ≥ 0).

연습 2.2 문제 12쪽

𝑃(𝑀𝑛 ≤ 𝑥 + log 𝑛) = (1 − 𝑒−𝑥−log𝑛)𝑛 = (1 − 𝑒−𝑥

𝑛
)𝑛 → exp(−𝑒−𝑥) (𝑛이 커서 𝑥 + log 𝑛 > 0이면).

𝑥 = 0에서 𝑛 = 10은 0.910 = 0.349, 𝑛 = 100은 0.366, 극한은 0.368이다.

연습 2.3 문제 12쪽

𝑃(𝑋𝑛 > 𝑘) = (1 − 𝑝𝑛)𝑘이므로 𝑃(𝑋𝑛/𝑛 > 𝑥) = (1 − 𝜆
𝑛
)⌊𝑛𝑥⌋. ⌊𝑛𝑥⌋ = 𝑛𝑥 − 𝛿 (0 ≤ 𝛿 < 1)이고

(1 − 𝜆
𝑛
)−𝛿 → 1이므로 극한은 𝑒−𝜆𝑥, 곧 Exp(𝜆)의 생존함수다.
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연습 2.4 문제 12쪽

𝑦 > 0이고 ±√𝑦가 연속점(정규이므로 모든 점)이면 𝑃(𝑍2𝑛 ≤ 𝑦) = 𝑃(−√𝑦 ≤ 𝑍𝑛 ≤ √𝑦) =
𝐹𝑛(√𝑦)−𝑃(𝑍𝑛 < −√𝑦). 𝐹𝑛(−√𝑦−𝜀) ≤ 𝑃(𝑍𝑛 < −√𝑦) ≤ 𝐹𝑛(−√𝑦)이므로 극한은 Φ(−√𝑦) (𝜀 → 0,
Φ 연속). 따라서 𝑃(𝑍2𝑛 ≤ 𝑦) → Φ(√𝑦) − Φ(−√𝑦) = 𝑃(𝑍2 ≤ 𝑦)이고 𝑍2 ∼ 𝜒2(1)(4회 정리 3.9).

연습 2.5 문제 12쪽

𝑌𝑛 = −𝑋𝑛이면 대칭인 𝑍에 대해 𝑌𝑛
𝐷−→ 𝑍이지만 𝑋𝑛 + 𝑌𝑛 = 0이므로 극한은 상수 0이지 𝒩(0, 2)

가 아니다. 분포수렴은 결합분포에 대해 아무것도 말하지 않는다.

연습 2.6 문제 12쪽

(a) 𝐹(−𝐵) → 0 (𝐵 → ∞)이고 𝐹(𝐵) → 1이므로(1회 정리 6.3(b)) 충분히 큰 𝐵0 이상에서 두

부등식이 성립한다. 불연속점은 셀 수 있게 많으므로 [𝐵0,∞)에는 𝐵와 −𝐵가 모두 연속점인 𝐵
가 있다. 셀 수 있는 집합 둘(불연속점, 불연속점의 부호를 바꾼 것)의 합집합을 피하면 된다. (b)
±𝐵가 연속점이므로 𝐹𝑛(±𝐵) → 𝐹(±𝐵)이다. 𝑁이 있어 𝑛 ≥ 𝑁이면 𝐹𝑛(𝐵) > 𝐹(𝐵) − 𝜂

4
> 1 − 𝜂

2
,

𝐹𝑛(−𝐵) < 𝐹(−𝐵) + 𝜂
4
< 𝜂

2
이다. 𝑃(|𝑋𝑛| ≤ 𝐵) = 𝐹𝑛(𝐵) − 𝑃(𝑋𝑛 < −𝐵) ≥ 𝐹𝑛(𝐵) − 𝐹𝑛(−𝐵) > 1 − 𝜂

이다. (c) 𝑛 = 1,… ,𝑁 − 1 각각에서 𝑃(|𝑋𝑛| ≤ 𝐵𝑛) ≥ 1 − 𝜂인 𝐵𝑛이 있다(1회 정리 6.3(b)를 𝑋𝑛의

분포함수에 쓴다). max(𝐵, 𝐵1,… , 𝐵𝑁−1)이 모든 𝑛을 덮는다. (d) |𝑌𝑛| ≤ 𝐵이고 |𝑊𝑛| < 𝜀/𝐵이면

|𝑌𝑛𝑊𝑛| < 𝜀이므로 포함관계가 성립한다. 따라서 𝑃(|𝑌𝑛𝑊𝑛| ≥ 𝜀) ≤ 𝜂 + 𝑃(|𝑊𝑛| ≥ 𝜀/𝐵)이고, 둘째

항이 0으로 가므로 상극한은 𝜂 이하다. 𝜂가 임의이므로 극한은 0이다.

3절

연습 3.1 문제 17쪽

𝑛𝜓(𝑡/√𝑛) = 𝑛[ 𝑡
2

2𝑛
+ 𝜅3𝑡3

6𝑛3/2
+𝑂(𝑛−2)] = 𝑡2

2
+ 𝜅3𝑡3

6√𝑛
+𝑂( 1

𝑛
). 지수분포를 중심화하면 𝜓(𝑡) = − log(1−

𝑡) − 𝑡 = 𝑡2

2
+ 𝑡3

3
+⋯이므로

𝜅3
6
= 1

3
, 𝜅3 = 2. 왜도 2가 1/√𝑛의 오차를 만든다.

연습 3.2 문제 17쪽

∫∞
1 (𝑥 − 1)3𝑒−𝑥𝑑𝑥 = 𝑒−1 ∫∞

0 𝑢3𝑒−𝑢𝑑𝑢 = 6
𝑒
. 부분적분을 되풀이하면 ∫1

0 (1 − 𝑥)3𝑒−𝑥𝑑𝑥 = 6
𝑒
− 2

(계산: ∫1
0 (1−𝑥)𝑘𝑒−𝑥𝑑𝑥 = 1−𝑘𝐼𝑘−1, 𝐼0 = 1−𝑒−1에서 𝐼1 = 𝑒−1, 𝐼2 = 1−2𝑒−1, 𝐼3 = 1−3+6𝑒−1).

합은
12
𝑒
− 2 = 2.415.
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연습 3.3 문제 17쪽

𝑋𝑖 − 𝑝𝑖는 확률 𝑝𝑖로 𝑞𝑖, 확률 𝑞𝑖로 −𝑝𝑖이므로 𝐸|𝑋𝑖 − 𝑝𝑖|3 = 𝑝𝑖𝑞3𝑖 + 𝑞𝑖𝑝3𝑖 = 𝑝𝑖𝑞𝑖(𝑝2𝑖 + 𝑞2𝑖 ) ≤ 𝑝𝑖𝑞𝑖.
따라서

1
𝑠3𝑛
∑𝐸|𝑋𝑖 − 𝑝𝑖|3 ≤

𝑠2𝑛
𝑠3𝑛
= 1

𝑠𝑛
→ 0.

연습 3.4 문제 17쪽

𝐸𝑈 = 1
2
, Var𝑈 = 1

12
이므로 합은 평균 6,분산 1이다. 누율은 독립합에서 더해진다(로그mgf가 더

해지므로).𝑈의 초과첨도가 𝜅4(𝑈)/𝜎4𝑈 = −1.2이므로 합의 초과첨도는
12 𝜅4(𝑈)
(12𝜎2𝑈 )2

= 1
12
⋅ 𝜅4(𝑈)

𝜎4𝑈
= −0.1.

결점: 값이 [−6, 6] 밖으로 나가지 못하고 꼬리가 얇다(𝑃(| ⋅ | > 3) = 0.0021, 정규 0.0027). 난수

12개를 쓰는 것도 비싸다.

연습 3.5 문제 17쪽

𝑀(𝑡) = 𝐸 exp(𝑡𝑉𝑟−𝑟√2𝑟
) = 𝑒−𝑡𝑟/√2𝑟(1 − 2𝑡

√2𝑟
)−𝑟/2. 𝑢 = 2𝑡

√2𝑟
로 두면 log𝑀 = − 𝑟

2
𝑢 − 𝑟

2
log(1 − 𝑢) =

𝑟
2
(𝑢

2

2
+ 𝑂(𝑢3)) = 𝑟

4
⋅ 4𝑡

2

2𝑟
+ 𝑂(𝑟−1/2) = 𝑡2

2
+ 𝑂(𝑟−1/2).

연습 3.6 문제 17쪽

1
(1+𝑥2)(1+(𝑧−𝑥)2)

= 𝐴𝑥+𝐵
1+𝑥2

+ 𝐶(𝑥−𝑧)+𝐷
1+(𝑧−𝑥)2

로 놓고 분자의 계수를 맞추면 (𝑧 ≠ 0) 𝐴 = −𝐶 = 2
𝑧(𝑧2+4)

,

𝐵 = 𝐷 = 1
𝑧2+4

이고, 𝐴𝑥/(1 + 𝑥2)과 𝐶(𝑥 − 𝑧)/(1 + (𝑧 − 𝑥)2)의 적분은 서로 상쇄된다(로그 항의

차가 𝑥 → ±∞에서 0). 남는 것은
1

𝑧2+4
(∫ 𝑑𝑥

1+𝑥2
+ ∫ 𝑑𝑥

1+(𝑧−𝑥)2
) = 2𝜋

𝑧2+4
. 𝜋2으로 나누면 𝑓𝑋1+𝑋2(𝑧) =

2
𝜋(4+𝑧2)

, 척도 2의 Cauchy다. 2로 나누면(2회 예제 4.5) 밀도 2𝑓(2𝑤) = 4
𝜋(4+4𝑤2)

= 1
𝜋(1+𝑤2)

.

4절

연습 4.1 문제 21쪽

√𝑛( ̄𝑋𝑛 − 1) 𝐷−→ 𝒩(0, 1)이고 𝑔 = log, 𝑔′(1) = 1. √𝑛(log ̄𝑋𝑛 − log 1) 𝐷−→ 𝒩(0, 1).

연습 4.2 문제 21쪽

테일러 정리로 𝑔(𝑌𝑛)−𝑔(𝜃) =
1
2
𝑔″(𝜉𝑛)(𝑌𝑛−𝜃)2 (𝜉𝑛은 𝑌𝑛과 𝜃 사이). 𝜉𝑛

𝑃−→ 𝜃이고 𝑔″가 연속이므로

𝑔″(𝜉𝑛)
𝑃−→ 𝑔″(𝜃). 𝑛(𝑌𝑛 −𝜃)2 = (√𝑛(𝑌𝑛 −𝜃))

2 𝐷−→ 𝜎2𝜒2(1)(연습 2.4을 √𝑛(𝑌𝑛 −𝜃)/𝜎에). Slutsky로
𝑛(𝑔(𝑌𝑛) − 𝑔(𝜃)) 𝐷−→ 1

2
𝑔″(𝜃)𝜎2𝜒2(1). 𝑔(𝑥) = 𝑥2, 𝜃 = 0이면

1
2
⋅ 2 = 1.

연습 4.3 문제 21쪽

𝑔(𝑥) = 2𝑟
𝑥
, 𝑔′(𝑝) = − 2𝑟

𝑝2
이므로 점근분산은

4𝑟2

𝑝4
𝑝(1 − 𝑝) = 4𝑟2(1−𝑝)

𝑝3
. 2𝑟 = 𝜋𝑝를 넣으면

𝜋2(1−𝑝)
𝑝

로,
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𝑝에 대해 감소하고 𝑝 = 2𝑟
𝜋

는 𝑟에 대해 증가하므로 𝑟 = 1이 최선이다. 𝑟 = 1: 𝜋2 ⋅ 0.3634
0.6366

= 5.63
(표준편차 2.37/√𝑛), 𝑟 = 5

6
: 𝜋2 ⋅ 0.4695

0.5305
= 8.74 (2.96/√𝑛), 1.25배다.

연습 4.4 문제 22쪽

시뮬레이션(2만 번)에서 𝑛 ≤ 5000 안에 멈출 확률은 약 0.34, 멈춘 시점의 중앙값은 𝑛 ≈ 1300
이다. 세 사람 가운데 한 명은 이 방법으로 소수 여섯째 자리까지 맞는 𝜋를 “얻는다”. 보고된 값은

멈춘 규칙 때문에 언제나 355/113이므로, 그 값의 분포는 고정된 𝑛의 𝜋̂𝑛의 분포와 전혀 다르다.

표준오차 0.051은 “미리 정한 𝑛번 던진다”는 실험의 성질이지 이 실험의 성질이 아니다. 자료를

보면서 멈출 때를 정하면 오차의 계산이 무효가 된다. 8회의 p-해킹과 같은 문제다.

연습 4.5 문제 22쪽

(a) 𝑔′(𝑝) = 1
2√𝑝

⋅ 1
√1−𝑝

이므로 𝑔′(𝑝)2𝑝𝑞 = 1
4
. (b) 따름정리 3.2(b)로 𝑋𝜆−𝜆

√𝜆

𝐷−→ 𝒩(0, 1).√𝑋𝜆−√𝜆 =
𝑋𝜆−𝜆

√𝑋𝜆+√𝜆
이고 √𝑋𝜆+√𝜆

2√𝜆

𝑃−→ 1(같은 따름정리로 𝑋𝜆/𝜆
𝑃−→ 1)이므로 Slutsky로 2(√𝑋𝜆−√𝜆)

𝐷−→ 𝒩(0, 1).

연습 4.6 문제 22쪽

그렇다. 상수로의 분포수렴은 확률수렴이므로(정리 2.3(b)) 𝐵𝑛
𝑃−→ 1이고 Slutsky를 쓸 수 있다.

𝐵𝑛의 극한이 상수가 아닌 확률변수이면 결론은 거짓일 수 있다(연습 2.5).

연습 4.7 문제 22쪽

(a) 𝑌𝑛 +𝑅𝑛 ≤ 𝑥이고 |𝑅𝑛| < 𝜀이면 𝑌𝑛 ≤ 𝑥−𝑅𝑛 < 𝑥+ 𝜀이다. 따라서 𝑌𝑛 +𝑅𝑛 ≤ 𝑥이면 𝑌𝑛 ≤ 𝑥+ 𝜀
이거나 |𝑅𝑛| ≥ 𝜀이다. 마찬가지로 𝑌𝑛 ≤ 𝑥− 𝜀이고 |𝑅𝑛| < 𝜀이면 𝑌𝑛 +𝑅𝑛 < 𝑥이다. (b) 불연속점의

집합 𝐷는 셀 수 있으므로 {𝜀 > 0 ∶ 𝑥 + 𝜀 ∈ 𝐷 또는 𝑥 − 𝜀 ∈ 𝐷}도 셀 수 있다. 어떤 구간 (0, 𝛿)도 셀

수 없이 많은 점을 가지므로 그 안에 이 집합에 속하지 않는 𝜀이 있다. (c) (a)와 Boole부등식으로

𝑃(𝑌𝑛 ≤ 𝑥 − 𝜀) − 𝑃(|𝑅𝑛| ≥ 𝜀) ≤ 𝑃(𝑌𝑛 + 𝑅𝑛 ≤ 𝑥) ≤ 𝑃(𝑌𝑛 ≤ 𝑥 + 𝜀) + 𝑃(|𝑅𝑛| ≥ 𝜀)이다. 𝑥 ± 𝜀이
연속점이므로 𝑃(𝑌𝑛 ≤ 𝑥± 𝜀) → 𝐹𝑌 (𝑥 ± 𝜀)이고 𝑃(|𝑅𝑛| ≥ 𝜀) → 0이다. (d) 𝑥가 연속점이므로 (b)의
𝜀을 0으로 보내면 양 끝이 𝐹𝑌 (𝑥)로 간다. 끼우는 방식은 정리 2.3(a)와 같다. 다른 점은 거기서는

극한 𝐹(𝑥 ± 𝜀)이 정확한 값이어서 𝜀을 아무렇게나 골라도 되었지만, 여기서는 𝑃(𝑌𝑛 ≤ 𝑥 ± 𝜀)의
극한을 쓰므로 𝑥 ± 𝜀이 연속점이어야 한다는 것이다.

5절

연습 5.1 문제 25쪽

𝐸𝑋𝑖𝑗𝑋𝑖𝑙 = 𝑃(범주 𝑗이고 𝑙) = 0 (𝑗 ≠ 𝑙)이므로 Cov = −𝑝𝑗𝑝𝑙, Var𝑋𝑖𝑗 = 𝑝𝑗 − 𝑝2𝑗 . 계수: Σ𝐩𝟏 = 𝟎
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이므로 계수는 𝑘 − 1 이하다. 𝐯 ⟂ 𝟏이고 𝐯 ≠ 𝟎이면 𝐯′Σ𝐩𝐯 = ∑𝑝𝑗𝑣2𝑗 − (∑𝑝𝑗𝑣𝑗)2은 확률 𝑝𝑗로
값 𝑣𝑗를 갖는 변수의 분산이다. 𝑣𝑗가 모두 같으면 ∑𝑣𝑗 = 0에서 𝐯 = 𝟎이므로, 그렇지 않은 한

분산이 양수다(𝑝𝑗 > 0). 따라서 𝟏⟂ 위에서 양의 정부호이고 계수는 𝑘 − 1.

연습 5.2 문제 25쪽

𝐘𝑛 = ( ̄𝑋, ̄𝑌), 𝑔(𝑎, 𝑏) = 𝑏/𝑎, ∇𝑔 = (−𝑏/𝑎2, 1/𝑎) = 1
𝜇𝑋
(−𝑅, 1). 정리 5.4로 분산은

1
𝜇2𝑋
(𝑅2𝜎2𝑋 −

2𝑅𝜎𝑋𝑌 + 𝜎2𝑌 ). 노트북의 예(𝜇𝑋 = 2, 𝜇𝑌 = 3, 𝜎𝑋 = 1, 𝜎𝑌 = 1.5, 𝜌 = 0.6)에서 이론 0.450, 시뮬레

이션 0.450.

연습 5.3 문제 25쪽

𝑔(𝑟) = 1
2
log 1+𝑟

1−𝑟
, 𝑔′(𝑟) = 1

1−𝑟2
이므로 점근분산은

(1−𝜌2)2

(1−𝜌2)2
= 1.

연습 5.4 문제 25쪽

𝐘𝑛 = ( ̄𝑋, 1
𝑛
∑𝑋2

𝑖 ), 𝜽 = (𝜇, 𝜇2 + 𝜎2), 𝑔(𝑎, 𝑏) = √𝑏 − 𝑎2/𝑎. 정규이면 더 쉽게 ( ̄𝑋, 𝑆)로 쓴다: 둘

은 독립이고(6회 정리 2.2) √𝑛(𝑆 − 𝜎) 𝐷−→ 𝒩(0, 𝜎2/2)(예제 5.5에 √⋅의 델타 방법,
2𝜎4

(2𝜎)2
= 𝜎2

2
).

𝑔(𝑚, 𝑠) = 𝑠/𝑚, ∇𝑔 = (−𝑠/𝑚2, 1/𝑚)이므로 분산은
𝜎2

𝜇4
𝜎2 + 1

𝜇2
𝜎2

2
= 𝑐4 + 𝑐2

2
.

연습 5.5 문제 25쪽

(a) 𝑌 𝑖는 iid 벡터 𝐗𝑖의 같은 함수이므로 iid이다. 𝐸𝑌 𝑖 = 𝐭′(𝐸𝐗𝑖 − 𝝁) = 0이고 Var 𝑌 𝑖 = 𝐭′Σ𝐭
이다(5회 보조정리 3.1). (b) 𝐭′√𝑛(𝐗̄𝑛−𝝁) =

1
√𝑛

∑𝑖 𝑌 𝑖이므로𝑀√𝑛(𝐗̄𝑛−𝝁)(𝐭) = 𝐸 exp( 1
√𝑛

∑𝑌 𝑖) =

∏𝑖 𝐸𝑒𝑌𝑖/√𝑛 = [𝑀𝑌 (1/√𝑛)]
𝑛
이다. 둘째 등호에서 독립(3회 정리 3.4)을 썼다. 𝐭가 𝟎 근방에 있으

면 𝑀𝑌 (𝑠) = 𝑒−𝑠𝐭′𝝁𝑀𝐗(𝑠𝐭)가 |𝑠| ≤ 1에서 존재한다. (c) 𝐭′Σ𝐭 > 0이면 𝑌 𝑖/√𝐭′Σ𝐭는 평균 0, 분산

1이고, 정리 3.1의 증명 4 5 를 𝑡 = √𝐭′Σ𝐭에서 쓰면 𝑛 log𝑀𝑌 (1/√𝑛) →
1
2
𝐭′Σ𝐭이다. 𝐭′Σ𝐭 = 0

이면 Var 𝑌 𝑖 = 0이므로 𝑌 𝑖 = 0이고(2회 따름정리 5.6) mgf는 모든 𝑛에서 1 = 𝑒0이다. (d) 극한

exp( 1
2
𝐭′Σ𝐭)은 𝟎 근방의 모든 𝐭에서 𝒩𝑘(𝟎, Σ)의 mgf(5회 정의 3.4)와 같다. 2.3절의 상자는 벡터의

mgf에도 성립하므로 √𝑛(𝐗̄𝑛 − 𝝁) 𝐷−→ 𝒩𝑘(𝟎, Σ)이다.

연습 5.6 문제 26쪽

(a) 미분가능성의 정의는
𝑔(𝐲)−𝑔(𝜽)−∇𝑔′(𝐲−𝜽)

‖𝐲−𝜽‖
→ 0 (𝐲 → 𝜽)이다. 이 몫을 𝑟(𝐲) (𝐲 ≠ 𝜽), 𝑟(𝜽) = 0

으로 두면 식이 성립하고 𝑟은 𝜽에서 연속이다. (b) 𝐕𝑛 = √𝑛(𝐘𝑛 − 𝜽) 𝐷−→ 𝐕 ∼ 𝒩𝑘(𝟎, Σ)이
다. 𝐯 ↦ ∇𝑔′𝐯는 연속이므로 2.3절의 연속사상 상자로 ∇𝑔′𝐕𝑛

𝐷−→ ∇𝑔′𝐕이고, 5회 정리 3.8로
∇𝑔′𝐕 ∼ 𝒩(0,∇𝑔′Σ∇𝑔)이다. (c) ‖𝐕𝑛‖은 같은 상자로 ‖𝐕‖로 분포수렴하므로 확률적으로 유계다

(정리 2.5). 그러면𝐘𝑛−𝜽 = 𝐕𝑛/√𝑛
𝑃−→ 𝟎이고, 𝑟이 𝜽에서 연속이므로 𝑟(𝐘𝑛)

𝑃−→ 0이다(정리 1.3의 벡

터 판). 정리 2.5의 둘째 주장으로 ‖𝐕𝑛‖ 𝑟(𝐘𝑛)
𝑃−→ 0이다. (d)√𝑛(𝑔(𝐘𝑛)−𝑔(𝜽)) = ∇𝑔′𝐕𝑛+‖𝐕𝑛‖ 𝑟(𝐘𝑛)

47



수리통계학 7회 · 극한의언어 A 연습문제풀이

이고, (b)(c)와 보조정리 4.1로 결론이 나온다.

6절

연습 6.1 문제 30쪽

𝑃(𝑈2
1+𝑈2

2 ≤ 1) = 𝜋
4
이므로 분산은 16⋅𝜋

4
(1−𝜋

4
) = 2.70, 𝑛 = 104에서 표준오차√2.70/100 = 0.016.

Buffon(ℓ = 𝑑)은 2.37/100 = 0.024이므로 원이 낫다. 같은 난수 수로 비교하면(바늘 하나에 난수

2개) 차이는 더 크다.

연습 6.2 문제 30쪽

𝑓(𝑦)
𝑀𝑔(𝑦)

= √2/𝜋𝑒−𝑦2/2

√2𝑒/𝜋 𝑒−𝑦
= 𝑒−𝑦2/2+𝑦−1/2 = 𝑒−(𝑦−1)2/2.

연습 6.3 문제 30쪽

최빈값
1.7
7
= 0.243에서 밀도는 2.67이므로𝑀 = 2.67, 수락 확률 1/𝑀 = 0.375. 평균 2.67번 시도에

난수 5.3개. 4회 정리 4.2로는 Γ(2.7)과 Γ(6.3)난수 둘로
𝐺1

𝐺1+𝐺2
를 만들면 기각이 없지만 감마 난수

자체가 기각 표집(Marsaglia–Tsang)을 쓴다. 모양 모수가 커지면 밀도가 뾰족해져 균등 제안의

𝑀이 커지므로 감마의 비가 유리하다.

연습 6.4 문제 30쪽

𝑤 = 𝑓/𝑔이고 𝐸𝑔[ℎ2𝑤2] = ∫𝑥4 𝑓(𝑥)
2

𝑔(𝑥)
𝑑𝑥 ∝ ∫𝑥4 exp(−𝑥2 + 𝑥2

2𝜏2
)𝑑𝑥. 지수의 계수 −(1 − 1

2𝜏2
)가

음이어야 적분이 유한하므로 𝜏2 > 1
2
이 필요하다. 𝜏2 ≤ 1

2
이면 무한대다.

연습 6.5 문제 30쪽

Var 𝐴+𝐵
2

= 1
4
(Var𝐴 + Var 𝐵 + 2Cov(𝐴, 𝐵)) = 1

2
(𝜎2ℎ + Cov(𝐴, 𝐵)) (𝐴 = ℎ(𝑈), 𝐵 = ℎ(1 − 𝑈), 같은

분포). 𝑈,𝑉가 독립이고 ℎ가 증가하면 ℎ(𝑈)− ℎ(𝑉)와 ℎ(1−𝑈)− ℎ(1−𝑉)는 부호가 반대이므로

곱의 기댓값 ≤ 0이다. 전개하면 𝐸[⋅] = 2(𝐸[ℎ(𝑈)ℎ(1 − 𝑈)] − 𝐸ℎ(𝑈) 𝐸ℎ(1 − 𝑈)) = 2Cov(𝐴, 𝐵)
이므로 Cov(𝐴, 𝐵) ≤ 0. 𝑒𝑥2 에서 분산은 0.1126에서 0.0280으로 줄었다.

연습 6.6 문제 31쪽

(a) 𝐸𝑔[ℎ(𝑌)𝑤(𝑌)] = ∫𝑔>0 ℎ(𝑦)
𝑓(𝑦)
𝑔(𝑦)

𝑔(𝑦) 𝑑𝑦 = ∫𝑔>0 ℎ𝑓이다. 가정으로 𝑔 = 0인 곳에서는 ℎ𝑓 = 0
이므로 이것은 ∫ℎ𝑓 = 𝜃이다. 𝑔(𝑥) = 0이면서 ℎ(𝑥)𝑓(𝑥) ≠ 0인 구간이 있으면 마지막 등호가 틀

린다. 그 구간의 기여가 빠지기 때문이다. (b) ℎ(𝑌 𝑖)𝑤(𝑌 𝑖)들은 iid이므로(3회 정리 3.4) Var ̂𝜃IS𝑛 =
1
𝑛
Var𝑔(ℎ𝑤)이다(2회 정리 2.8).Var𝑔(ℎ𝑤) = 𝐸𝑔[ℎ2𝑤2]−(𝐸𝑔[ℎ𝑤])2 = 𝐸𝑔[ℎ2𝑤2]−𝜃2이다(2회 정리
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2.2). (c) 𝑔 = ℎ𝑓/𝜃이면 𝑔 ≥ 0이고 ∫𝑔 = 1이다. 𝑔(𝑦) > 0인 𝑦에서 ℎ(𝑦)𝑤(𝑦) = ℎ(𝑦) 𝑓(𝑦)𝜃
ℎ(𝑦)𝑓(𝑦)

= 𝜃
이므로 ℎ𝑤는 상수이고 분산이 0이다. (d) 𝑔 = ℎ𝑓/𝜃를 쓰려면 정규화 상수 𝜃를 알아야 하는데, 𝜃
는 구하려던 값이다. 이 정리는 쓸 𝑔를 주지 않고, 𝑔를 ℎ𝑓와 비슷한 모양으로 고르라는 방향을

준다.

7절

연습 7.1 문제 35쪽

𝐸𝑋𝑘 = ∫∞
1 𝛼𝑥𝑘−𝛼−1𝑑𝑥는 𝑘 − 𝛼 − 1 < −1, 곧 𝑘 < 𝛼일 때만 유한하고 그때

𝛼
𝛼−𝑘

이다. 𝑘 = 1이면
𝛼

𝛼−1
. 𝐹(𝑥) = 1 − 𝑥−𝛼이므로 𝐹−1(𝑢) = (1 − 𝑢)−1/𝛼이고 1 − 𝑈 ∼ 𝑈이므로 𝑋 = 𝑈−1/𝛼.

연습 7.2 문제 35쪽

분포의 절반이 1.59 아래에 있고 평균 3은 드문 큰 값이 끌어올린 것이다. 표본 𝑛개의 평균은 그

큰 값을 충분한 빈도로 담아야 3 근처가 되는데, 큰 값일수록 드물어 대부분의 표본은 덜 담는다.

그래서 표본평균의 분포는 중앙값이 3보다 작고 오른쪽 꼬리가 긴 모양이며, 평균이 3이 되는

것은 그 긴 꼬리 덕분이다.

연습 7.3 문제 35쪽

Cauchy는 𝑓(0) = 1
𝜋
이므로

1
4𝑛/𝜋2

= 𝜋2

4𝑛
. 정규는 𝑓(𝜇) = 1

𝜎√2𝜋
이므로

2𝜋𝜎2

4𝑛
= 𝜋𝜎2

2𝑛
. 평균의 분산

𝜎2

𝑛
과의 비가

2
𝜋
= 0.64이다. 정규에서는 중앙값이 평균만큼 정확하려면 관측이 약 1.57배 필요하다.

연습 7.4 문제 35쪽

𝑧 = 3에서 오른쪽 꼬리의 비는 𝑛 = 30, 300, 3000에서 3.08, 1.56, 1.17이고 왼쪽은 0.06, 0.56, 0.85
다. 로그 비가 대략

𝜅3𝑧3

6√𝑛
에 비례하므로(연습 3.1) 𝑛을 10배 하면 로그 비가 √10분의 1로 준다.

꼬리가 깊을수록(𝑧가 클수록) 더 느리다.

8절

연습 8.1 문제 38쪽

Cov(𝐼𝑖, 𝐼𝑗) =
𝐵(𝐵−1)
𝑁(𝑁−1)

− 𝐵2

𝑁2 =
𝐵[𝑁(𝐵−1)−𝐵(𝑁−1)]

𝑁2(𝑁−1)
= 𝐵(𝐵−𝑁)

𝑁2(𝑁−1)
.
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연습 8.2 문제 38쪽

𝐵가 32배이므로 𝜂 = 3.2. 한 에폭의 단계 수는
1
32

이다. 실제로는 처음 몇 에폭 동안 학습률을 서서

히 올린다(warm-up). 큰 학습률에서는 𝜂Σ/𝐵의 정규 근사와 1차 전개가 함께 무너지기 때문이다.

연습 8.3 문제 38쪽

𝑠/√𝑇 ≤ 0.05𝑠에서 𝑇 ≥ 400.

연습 8.4 문제 38쪽

𝐴 = 𝑄Λ𝑄′이면 𝐳′𝐴𝐳 = 𝐰′Λ𝐰, 𝐰 = 𝑄′𝐳 ∼ 𝒩(𝟎,𝑄′𝑄) = 𝒩(𝟎, 𝐼)(5회 정리 3.8). 따라서 ∑𝜆𝑖𝑊2
𝑖

이고 𝑊2
𝑖 은 독립인 𝜒2(1)(분산 2)이므로 분산은 2∑𝜆2𝑖 = 2 tr(𝐴2) = 2‖𝐴‖2𝐹 .

연습 8.5 문제 38쪽

𝑚개 평균의 표준오차는 √2(‖𝐴‖2𝐹 −∑𝑎2𝑖𝑖)/𝑚이므로 이것이 0.01|tr𝐴| 이하인 조건이 식이다.

𝐴 = 𝐼𝑑이면 비대각 성분이 없어 분산이 0이고 𝑚 = 1로 정확하다. 고윳값이 모두 𝜆 근처이면

tr𝐴 ≈ 𝑑𝜆, ‖𝐴‖2𝐹 ≈ 𝑑𝜆2이므로 𝑚 ≳ 2𝑑𝜆2

10−4𝑑2𝜆2
= 2×104

𝑑
로, 차원이 클수록 탐침이 적게 필요하다.

대각합은 많은 항의 합이어서 상대오차가 저절로 줄기 때문이다.

50


	들어가며
	1–6회에서 가져오는 것
	표기

	확률수렴 — Buffon의 바늘과 대수의 법칙
	Buffon의 바늘 (1777)
	확률수렴
	평균만 있으면 — Khinchin의 대수의 법칙

	분포수렴
	정의와 예
	두 수렴의 관계
	mgf로 분포수렴 보이기

	중심극한정리
	mgf로 증명하기
	더 넓은 정리와 속도

	Slutsky의 정리와 델타 방법
	Slutsky의 정리 (1925)
	델타 방법

	다변량으로 — 선형결합 하나면 된다
	벡터의 수렴과 다변량 중심극한정리
	다변량 델타 방법

	계산으로 — Monte Carlo (1946 → 1949)
	오차를 아는 시뮬레이션
	원하는 분포에서 뽑기 — 기각 표집
	오차를 줄이기 — 중요도 표집과 반대 변량

	부숴보기 — 분산이 무한하고, 꼬리를 물을 때
	평균은 있지만 분산이 없을 때
	평균도 없을 때
	가정이 성립해도 — 꼬리의 상대오차
	기울기가 0이면

	Beautiful insights — 평균을 내는 기계들
	미니배치 경사의 잡음
	MC dropout — 예측을 여러 번 평균하기
	대각합을 무작위로 — Hutchinson 추정량

	정리와 역사 노트
	한 장 요약
	Stigler의 명명 법칙
	7 Pillars 지도
	다음 회 — 추론의 기초: 표본 · 신뢰구간 · 유의성 검정 (1710 → 1937)

	연습문제 풀이

