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이노트를쓰는법

이 노트는 다른 책 없이 읽도록 썼다. 쓰이는 정의와 정리는 모두 이 노트나 앞 회차의 노트에서

증명한다. 이 과정의 범위를 넘어 증명하지 않는 사실은 증명없이쓰는사실상자에 따로 밝힌다.

각 절은 역사 → 정의·정리 → 증명 → 그림 → 연습문제 순서다. 핵심 정리의 증명은 번호 붙은

단계 1 2 3 으로 쓰고, 단계마다 오른쪽 끝에 근거(앞 정리의 번호나 도구)를 단다. 적분의

순서를 바꾸거나 극한과 기댓값을 바꾸는 곳에는 조건 확인 단락이 붙는다. 읽을 때는 근거를

가리고 “왜 이 단계가 성립하는가”를 먼저 말해 본다. 나머지 정리는 증명 전략만 적고, 증명을

소문항으로 나눈 유도형연습으로 돌린다. 이 연습은 건너뛰지 않고 손으로 쓴다.

근거에 붙은 [T1]–[T8]은 별책 증명 도구 상자의 도구 번호다. 이 회차에서는 [T1] 원소 추적, [T4]

부등식, [T6]적분 순서 바꾸기(Tonelli ·Fubini), [T7]변수변환과 야코비안을 쓴다.

연습문제는 소절 끝에 모여 있다. 난이도는★계산·확인,★★증명·응용,★★★도전이다. 모든

문제의 풀이가 부록 A에 있고, 문제 끝의풀이○○쪽을 누르면 그 쪽으로 간다. 손으로 푸는 문제는

따로 워크북(계산 드릴, 빈칸 증명, 증명 문제, 퀄형)에 모았다.

상자의뜻

정의 대상을 처음 정하는 문장. 왼쪽 선이 보라다.

정리 증명할 주장(정리·보조정리·따름정리·명제). 왼쪽 선이 빨강이다.

예제 숫자를 넣어 끝까지 계산해 보는 곳. 왼쪽 선이 파랑이다.

가정주의 빼면 정리가 무너지는 가정. 왼쪽 선이 주황이다.

증명없이쓰는사실 (예) 이 과정에서 증명하지 않고 쓰는 결과. 무엇이 참인지, 왜 그럴듯한

지, 어디서 증명되는지를 밝힌다.

역사 그 개념이 태어난 사람과 문제. 회색 선 옆의 작은 글씨다.

연습 소절 끝의 연습문제. 가는 청록 선이고, 끝에 풀이가 있는 쪽 번호가 붙는다.

색의 뜻 수식과 그림에서 보라는 모수, 청록은 데이터·확률변수, 파랑은 통계량, 빨강은 핵심

결론이다. 노트북과 같은 색이다.
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0
들어가며

여는 질문. 천문학자가 같은 별의 위치를 여섯 번 쟀다. 여섯 값의 평균을 쓰는 것이 가장

조심스럽게 잰 한 번의 값을 쓰는 것보다 정말 나은가? 낫다면 얼마나 나은가?

지금은 답이 자명해 보인다. 그러나 18세기 중반까지 천문학자들은 이 질문에 쉽게 답하지 못했다.

서로 다른 관측을 평균하면 좋은 관측이 나쁜 관측에 섞여 망가진다고 걱정하는 사람이 많았다.

1755년 Thomas Simpson은 왕립학회 회장에게 보낸 편지에서 처음으로 이것을 계산했다. 관측

오차에 확률분포를 주고, 여섯 오차의 합의 분포를 de Moivre의 생성함수로 구해, 평균이 참값

가까이 있을 확률이 한 번의 관측보다 훨씬 크다는 것을 보였다(6절).

얼마나 나은가에 대한 답은 √𝑛이다. 독립인 관측 𝑛개의 평균은 표준편차가 한 관측의 1/√𝑛이다.

2회는 이것을 이산 확률변수에서 증명했다. 그런데 이 법칙이 늘 알려져 있었던 것은 아니다. 런던

조폐국은 13세기부터 금화의 무게를 공개적으로 검사했는데(Pyx 재판), 동전 𝑛개의 총무게에

대한 허용오차를 √𝑛이 아니라 𝑛에 비례하게 잡았다. 그 틈은 수백 년 동안 열려 있었다(6.3절).

√𝑛의 법칙을 연속 확률변수까지, 그리고 서로 닮은 관측까지 다루려면 여러 확률변수를 함께

다루는 언어가 필요하다. 이 노트는 그 언어를 세운다. 결합분포와 주변분포(1절), 조건부분포와

조건부기댓값(2절), 독립(3절), 공분산과 상관(4절), 여러 변수의 변수변환(5절)이다. 6절에서 그

언어로 √𝑛의 법칙과 그 한계(상관된 관측, 유효 표본 크기)를 증명한다. 7절은 확률 0인 사건에

조건을 거는 역설과 평균으로 줄지 않는 오차를, 8절은 신경망 초기화·재매개화·앙상블에서 같은

계산을 본다.

학습목표

1. 결합분포에서 주변분포와 조건부분포를 구하고, 함수의 기댓값을 이중합·이중적분으로 계산

한다.

2. 반복기댓값과 전분산 공식을 증명하고, 조건부기댓값이 가장 좋은 예측임을 보인다.

3. 독립을 결합밀도의 인수분해로 판정하고, 2회의 독립합 정리들을 연속 확률변수로 넓힌다.

4. 공분산과 상관계수를 정의하고, Cauchy–Schwarz부등식으로 |𝜌| ≤ 1을 증명한다.

5. 야코비안 변수변환을 증명하고, 그것으로 가우스 적분, Box–Muller 방법, 합성곱, Cauchy
분포를 얻는다.

1
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6. 공분산행렬로 Var(𝐚′𝐗) = 𝐚′Σ𝐚를 증명하고, √𝑛의 법칙이 상관과 편향 앞에서 어떻게 무너

지는지 보인다.

결합분포 (정의 1.1 · 1.2 · 1.5)
주변분포 𝑓𝑋 (𝑥) = ∫𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 (정리 1.6) 𝐸 𝑔(𝑋, 𝑌) = ∬𝑔𝑓 (정리 1.8)

조건부 밀도 (정의 2.2)
𝑓(𝑦 ∣ 𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝑦)/𝑓𝑋 (𝑥)

반복기댓값 (정리 2.5)
𝐸 𝐸(𝑌 ∣ 𝑋) = 𝐸𝑌

전분산 공식 (정리 2.6)

가장 좋은 예측
𝐸(𝑌 ∣ 𝑋) (정리 2.8)

선형성 (따름정리 1.9)
연속에서도, 독립 없이

인수분해 (정리 3.2)
𝑓 = 𝑓𝑋𝑓𝑌

독립의 결과 (정리 3.4)
곱 · 분산의 합 · mgf의 곱

공분산 (정리 4.2)
Var∑𝑎𝑖𝑋𝑖 전개

Cauchy–Schwarz
(정리 4.4) ⇒ |𝜌| ≤ 1

가장 좋은 직선
(정리 4.6) 𝜎2𝑌 (1 − 𝜌2)

야코비안 (정리 5.1)
𝑓𝐘 = 𝑓𝐗(𝐻) |𝐽𝐻 |

가우스 적분 · Box–Muller
(정리 5.3 · 5.4)

합성곱 · 비
(정리 5.5 · 5.8)

√𝑛의 법칙 (정리 6.2 · 6.3) Var ̄𝑋 = 𝜎2/𝑛
같은 상관이면 → 𝜌𝜎2 (정리 6.5) · 유효 표본 크기

Cauchy 평균
평균해도 좁아지지 않는다

회귀함수 · 14회 분산분석
Borel 역설 (예제 7.1) Simpson (1755) · Pyx 재판 Michelson의 편향

앙상블 · 초기화
정규 난수 · 재매개화
정규화 흐름

그림 0.1 이번 회차 정리들의 의존 관계. 화살표는 “증명에 쓰인다”는 뜻이다.

0.1 1–2회에서가져오는것

앞회차 내용

1회 정의 5.1 · 정리 5.4 조건부확률 𝑃(𝐴 ∣ 𝐵) = 𝑃(𝐴𝐵)/𝑃(𝐵), 전확률 공식

1회 정의 5.7 · 5.9 사건의 독립, 상호 독립

1회 정의 6.4 · 6.6 확률질량함수, 확률밀도함수

2회 정리 1.9 · 1.11 함수의 기댓값, 이산 확률공간에서의 선형성

2회 1.4절 · 1.5절의 상자 연속형 함수의 기댓값의 계산 규칙, 음이 아닌 함수의 적분 순서 (Tonelli)

2회 정리 2.2 · 2.7 · 2.8 분산의 성질, 독립인 이산 변수의 𝐸(𝑋𝑌) = 𝐸𝑋 𝐸𝑌 , 독립합의 분산

2회 정리 3.3 · 3.6 · 상자 mgf와 적률, 아핀 변환, 독립합의 mgf(이산), mgf의 유일성

2회 정리 4.3 단조변환의 밀도 𝑓𝑌 (𝑦) = 𝑓𝑋(ℎ(𝑦)) |ℎ′(𝑦)|

2회 정리 5.3 · 6.3 Chebyshev부등식, 약한 대수의 법칙

2
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2회에는 “이산에서 증명하고, 연속은 3회”라는 꼬리표가 붙은 정리가 셋 있었다. 선형성 𝐸(𝑋 +
𝑌) = 𝐸𝑋 + 𝐸𝑌 (2회 정리 1.11), 독립합의 분산(2회 정리 2.8), 독립합의 mgf(2회 정리 3.6(b))다.

이 노트에서 차례로 그 꼬리표를 뗀다(따름정리 1.9, 정리 3.4).

0.2 행렬과벡터의표기

6절에서 확률벡터를 쓴다. 벡터는 굵은 글자 𝐱 = (𝑥1,… , 𝑥𝑛)′로 쓰고 열벡터로 본다. ′는 전치다.

두 벡터의 내적은 𝐚′𝐱 = ∑𝑖 𝑎𝑖𝑥𝑖이다. 정사각행렬 𝐴의 행렬식은 det 𝐴, 역행렬은 𝐴−1이다. 대칭

행렬 Σ가 모든 𝐚에 대해 𝐚′Σ𝐚 ≥ 0이면 양의 준정부호라 하고 Σ ⪰ 0으로 쓴다.

3
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1
결합분포—두확률변수를함께

한 실험에서 두 개 이상의 수를 잰다. 주사위 두 개의 합과 최댓값, 관측 오차와 관측 시각, 키와

몸무게. 각각의 분포만으로는 두 수가 함께어떻게 움직이는지 알 수 없다. 이 절은 두 확률변수의

결합분포를 정의하고, 거기서 각자의 분포(주변분포)를 되찾는 방법과 함수의 기댓값을 구하는

방법을 세운다.

1.1 결합분포함수

정의 1.1 (확률벡터와결합분포함수) 같은 확률공간 위의 두 확률변수 𝑋, 𝑌의 쌍 (𝑋, 𝑌)를 확률

벡터라 하고,

𝐹𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 ≤ 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2

를 결합분포함수라 한다. 사건 {𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 ≤ 𝑦}는 {𝑋 ≤ 𝑥} ∩ {𝑌 ≤ 𝑦}이다.

결합분포함수에서 사각형의 확률이 나온다. 포함배제(1회 정리 4.5)를 두 사건에 쓰면

𝑃(𝑎 < 𝑋 ≤ 𝑏, 𝑐 < 𝑌 ≤ 𝑑) = 𝐹(𝑏, 𝑑) − 𝐹(𝑎, 𝑑) − 𝐹(𝑏, 𝑐) + 𝐹(𝑎, 𝑐)

이다(연습 1.1). 그리고 𝑦 → ∞로 보내면 {𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 ≤ 𝑦} ↑ {𝑋 ≤ 𝑥}이므로 연속성(1회 정리 4.7)
으로 𝐹𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) → 𝐹𝑋(𝑥)이다. 한 변수의 분포는 결합분포에 들어 있다.

1.2 이산결합분포

정의 1.2 (결합확률질량함수) 𝑋와 𝑌가 모두 이산이면 𝑝𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) = 𝑃(𝑋 = 𝑥, 𝑌 = 𝑦)를 결합

확률질량함수라 한다. 모든 𝐵 ⊂ ℝ2에 대해 𝑃((𝑋, 𝑌) ∈ 𝐵) = ∑(𝑥,𝑦)∈𝐵 𝑝𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦)이다.
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정리 1.3 (주변 확률질량함수) 𝑝𝑋(𝑥) = ∑𝑦 𝑝𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦), 𝑝𝑌 (𝑦) = ∑𝑥 𝑝𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦).

증명. {𝑋 = 𝑥}는 서로소인 사건 {𝑋 = 𝑥, 𝑌 = 𝑦}, 𝑦는 𝑌의 값들의 합집합이다. (P3)을 쓴다.

이름은 표의 가장자리(margin)에서 왔다. 결합 확률을 표로 쓰면 행의 합과 열의 합이 표의 가장

자리에 적힌다.

예제 1.4 (두 주사위의합과최댓값) 공평한 주사위 두 개를 던져 합 𝑆와 최댓값 𝑀을 본다. 36
가지 결과가 같은 확률이므로 𝑝𝑆,𝑀(𝑠,𝑚)은 {𝑆 = 𝑠, 𝑀 = 𝑚}인 결과의 수를 36으로 나눈

것이다. 예를 들어 𝑀 = 𝑚이면서 𝑆 = 𝑠인 결과는 “하나가 𝑚, 다른 하나가 𝑠 − 𝑚”이고

𝑠 − 𝑚 ≤ 𝑚이어야 한다. 𝑠 − 𝑚 < 𝑚이면 순서 두 가지, 𝑠 − 𝑚 = 𝑚이면 한 가지이므로

𝑝𝑆,𝑀(𝑠,𝑚) =

⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

2
36
, 1 ≤ 𝑠 − 𝑚 < 𝑚,

1
36
, 𝑠 = 2𝑚,

0, 그 밖.

열마다 더하면 𝑝𝑀(𝑚) =
2𝑚−1
36

이다. 𝑀 ≤ 𝑚일 확률이 (𝑚
6
)2이므로 𝑝𝑀(𝑚) =

𝑚2−(𝑚−1)2

36
이어서 같다. 그림 1.1에서 두 변수는 함께 움직인다. 최댓값이 크면 합도 크다. 4절에서 이

“함께 움직임”을 공분산으로 잰다.

1.3 연속결합분포

정의 1.5 (결합 확률밀도함수) 음이 아니고 적분 가능한 함수 𝑓(𝑥, 𝑦)가 있어 모든 (𝑥, 𝑦)에서

𝐹𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) = ∫
𝑦

−∞
∫

𝑥

−∞
𝑓(𝑠, 𝑡) 𝑑𝑠 𝑑𝑡

이면 (𝑋, 𝑌)를 연속이라 하고 𝑓 = 𝑓𝑋,𝑌 를 결합 확률밀도함수라 한다. 이때 평면의 “보통의”

집합 𝐵에 대해 𝑃((𝑋, 𝑌) ∈ 𝐵) = ∬𝐵 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦이다.

마지막 문장은 사각형에서 출발해 1회 6.2절의 상자와 같은 확장으로 얻는다. 작은 사각형으로

읽으면 𝑃(𝑥 < 𝑋 ≤ 𝑥 + 𝑑𝑥, 𝑦 < 𝑌 ≤ 𝑦 + 𝑑𝑦) ≈ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦이다. 결합밀도는 평면 위의 확률의

“농도”다.
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2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

sum S

1

2

3

4

5

6

m
ax

 M

1

2 1

2 2

2

1

2

2

2

2

2

1

2

2

2

2

1

2 2 1E(S ∣ M = m)

counts out of 36; margins on the edges

그림 1.1 두 주사위의 합 𝑆와 최댓값 𝑀의 결합 확률질량함수(색의 짙기)와 두 주변분포(가장자리 막대).

빨간 점은 𝑀 = 𝑚일 때 𝑆의 조건부 평균이다(2절).

정리 1.6 (주변 밀도) (𝑋, 𝑌)가 결합밀도 𝑓를 가지면 𝑋와 𝑌는 각각 밀도

𝑓𝑋(𝑥) = ∫
∞

−∞
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦, 𝑓𝑌 (𝑦) = ∫

∞

−∞
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥

를 갖는다.

증명. 전략 𝐹𝑋(𝑥)를 반평면 {𝑠 ≤ 𝑥}위의 이중적분으로 쓰고, 적분 순서를 바꿔 ∫𝑥
−∞(⋯) 𝑑𝑠의 꼴로

만든다. 음이 아닌 함수이므로 순서를 바꿀 수 있다 [T6]. 단계별 증명은 연습 1.6(유도형)에서

직접 쓴다. 완성된 증명은 부록 A의 풀이 49쪽에 있다.

예제 1.7 (원판 위의 균등분포) 단위 원판 𝐷 = {𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1} 위에 고르게 퍼진 점 (𝑋, 𝑌)의
결합밀도는 𝑓(𝑥, 𝑦) = 1

𝜋
((𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷)이다. 넓이가 𝜋이기 때문이다. 1회 예제 6.8의 방법

(3)에서 현의 중점이 이렇게 퍼져 있었다. 주변 밀도는 𝑥를 고정하고 𝑦가 −√1 − 𝑥2에서

√1 − 𝑥2까지 움직이는 길이를 재면 된다.

𝑓𝑋(𝑥) = ∫
√1−𝑥2

−√1−𝑥2

1
𝜋 𝑑𝑦 = 2

𝜋
√1 − 𝑥2, −1 ≤ 𝑥 ≤ 1.

결합분포는 균등한데 주변분포는 균등하지 않다. 가운데로 갈수록 세로 방향의 길이가 길기

때문이다(그림 1.2). 이 반원 모양의 밀도는Wigner(1955)가 큰 무작위 행렬의 고윳값 분포로
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다시 찾아낸 “반원 법칙”의 모양이다.

1.4 함수의기댓값과선형성

정리 1.8 (두 변수 함수의기댓값)

(a) 이산이면, ∑𝑥,𝑦 |𝑔(𝑥, 𝑦)| 𝑝(𝑥, 𝑦) < ∞일 때 𝐸 𝑔(𝑋, 𝑌) = ∑𝑥,𝑦 𝑔(𝑥, 𝑦) 𝑝(𝑥, 𝑦).
(b) 연속이면, ∬|𝑔| 𝑓 < ∞일 때 𝐸 𝑔(𝑋, 𝑌) = ∬𝑔(𝑥, 𝑦) 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦.

증명. (a)는 (𝑋, 𝑌)의 값들을 하나의 셀 수 있는 집합으로 보고 2회 정리 1.9(a)의 증명을 그대로

쓴다. (b)는 2회 1.4절의 상자(연속형 함수의 기댓값)를 평면에서 쓴 것이다. 거기서처럼 이 과정

에서는 (b)를 계산 규칙으로 받아들인다.

−1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0

−1.0

−0.5

0.0

0.5

1.0
uniform on the disk

−1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0

x

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

marginal of X: 2
π√ 1 − x2

그림 1.2 원판 위의 균등한 점 3,000개와 𝑋의 주변 밀도
2
𝜋
√1 − 𝑥2(점선). 균등한 결합분포의 주변분포는

균등하지 않다.
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따름정리 1.9 (선형성—일반적인경우) 𝐸|𝑋|, 𝐸|𝑌| < ∞이면 𝐸(𝑎𝑋 +𝑏𝑌) = 𝑎𝐸𝑋 +𝑏𝐸𝑌이다.

독립은 필요 없다.

증명. 전략 정리 1.8(b)로 𝐸(𝑎𝑋 + 𝑏𝑌)를 이중적분으로 쓰고, 두 항을 각각 주변 밀도의 적분으로

줄인다. 적분 순서를 바꾸기 전에 절댓값의 적분이 유한함을 확인한다 [T6]. 단계별 증명은 연

습 1.7(유도형)에서 직접 쓴다. 완성된 증명은 부록 A의 풀이 49쪽에 있다.

이로써 2회 정리 1.11의 꼬리표가 떨어졌다. 2회 6절의Monte Carlo적분과 대수의 법칙에서 미리

쓴 “연속 확률변수의 선형성”이 이것이다.

연습문제

연습 1.1 (사각형의 확률★) 𝑃(𝑎 < 𝑋 ≤ 𝑏, 𝑐 < 𝑌 ≤ 𝑑) = 𝐹(𝑏, 𝑑) − 𝐹(𝑎, 𝑑) − 𝐹(𝑏, 𝑐) + 𝐹(𝑎, 𝑐)
임을 보여라. 이 값이 언제나 0이상이라는 것이 결합분포함수의 넷째 성질이다. 풀이 48쪽

연습 1.2 (삼각형위의밀도★) 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑐 (0 < 𝑥 < 𝑦 < 1)가 결합밀도가 되는 𝑐를 구하고, 두

주변 밀도와 𝑃(𝑋 + 𝑌 < 1)을 구하라. 풀이 48쪽

연습 1.3 (최댓값과최솟값★) 예제 1.4에서 최솟값 𝐿의 확률질량함수를 구하고, 𝐸𝑀+𝐸𝐿 = 7
임을 선형성 없이, 그리고 선형성으로 확인하라. 풀이 48쪽

연습 1.4 (원판의거리★★) 예제 1.7의 점에서 원점까지의 거리 𝑅 = √𝑋2 + 𝑌 2의 분포함수가

𝑟2 (0 ≤ 𝑟 ≤ 1)임을 보이고, 𝐸𝑅과 𝐸|𝑋|를 구하라. 풀이 48쪽

연습 1.5 (결합분포는주변분포보다많은것을담는다★) 주변분포가 모두 Bernoulli( 1
2
)이지만 결

합분포가 다른 (𝑋, 𝑌)를 두 가지 만들어라. 하나는 𝑃(𝑋 = 𝑌) = 1, 다른 하나는 𝑃(𝑋 = 𝑌) = 0
이 되게. 풀이 48쪽

연습 1.6 (주변 밀도증명★★ 유도형) 정리 1.6를 다음 순서로 증명하라.

(a) 정의 1.5의 마지막 문장을 반평면 𝐵 = {(𝑠, 𝑡) ∶ 𝑠 ≤ 𝑥}에 써서 𝐹𝑋(𝑥) = ∬𝐵 𝑓(𝑠, 𝑡) 𝑑𝑠 𝑑𝑡
임을 보여라.

(b) 적분 순서를 바꿔 𝐹𝑋(𝑥) = ∫𝑥
−∞(∫

∞
−∞ 𝑓(𝑠, 𝑡) 𝑑𝑡)𝑑𝑠로 써라. 순서를 바꿀 수 있는 근거를

밝혀라.

(c) 𝑔(𝑠) = ∫∞
−∞ 𝑓(𝑠, 𝑡) 𝑑𝑡가 1회 정의 6.6의 조건을 만족해 𝑋의 밀도임을 결론지어라. 𝑓𝑌 도

같은 방법으로 얻어라.

(d) 같은 결론을 결합분포함수의 극한 𝐹𝑋(𝑥) = lim𝑛→∞ 𝐹𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑛)에서도 얻어라. 이 등식의

근거는 1회의 어느 정리인가?

풀이 49쪽
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연습 1.7 (선형성 증명★★ 유도형) 연속인 경우에 따름정리 1.9를 다음 순서로 증명하라.

(a) ∬|𝑥| 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 𝐸|𝑋|임을 정리 1.6로 보이고, ∬|𝑎𝑥 + 𝑏𝑦| 𝑓 < ∞를 확인해 정

리 1.8(b)를 𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦에 쓸 수 있음을 보여라.

(b) ∬𝑥𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = ∫𝑥𝑓𝑋(𝑥) 𝑑𝑥를 보여라. 어느 변수로 먼저 적분하는지, 무엇이 순서

를 바꾸게 허락하는지 밝혀라.

(c) 결론을 쓰고, 이산인 경우를 같은 순서로 합에 대해 증명하라.

풀이 49쪽
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2
조건부분포와조건부기댓값

𝑋의 값을 알면 𝑌에 대해 무엇을 말할 수 있나? 1회의 조건부확률을 확률변수로 넓힌 것이 조건

부분포이고, 그 평균이 조건부기댓값이다. 이 절의 두 정리, 곧 반복기댓값과 전분산 공식은 이후

회차에서 가장 자주 쓰이는 도구 가운데 하나다. 5회의 Galton 회귀, 10회의 EM 알고리즘, 16
회의 계층 베이즈 모형이 모두 이 두 줄 위에 선다.

2.1 조건부분포

정의 2.1 (조건부 확률질량함수) 이산이고 𝑝𝑋(𝑥) > 0이면 𝑋 = 𝑥일 때 𝑌의 조건부 확률질량

함수를

𝑝𝑌∣𝑋(𝑦 ∣ 𝑥) = 𝑃(𝑌 = 𝑦 ∣ 𝑋 = 𝑥) = 𝑝𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦)
𝑝𝑋(𝑥)

로 정의한다.

1회 정의 5.1을 사건 {𝑋 = 𝑥}와 {𝑌 = 𝑦}에 쓴 것이다. 𝑥를 고정하면 𝑦 ↦ 𝑝(𝑦 ∣ 𝑥)는 음이 아니고

합이 1이므로 확률질량함수다(1회 정리 5.2). 연속이면 𝑃(𝑋 = 𝑥) = 0이어서 이 정의를 쓸 수

없다. 대신 밀도의 비를 쓴다.

정의 2.2 (조건부 밀도) 연속이고 𝑓𝑋(𝑥) > 0이면 𝑋 = 𝑥일 때 𝑌의 조건부 밀도를

𝑓𝑌∣𝑋(𝑦 ∣ 𝑥) =
𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦)
𝑓𝑋(𝑥)

로 정의한다.

정리 1.6로 ∫𝑓𝑌∣𝑋(𝑦 ∣ 𝑥) 𝑑𝑦 = 𝑓𝑋(𝑥)/𝑓𝑋(𝑥) = 1이므로 밀도다. 정당화는 극한으로 한다. ℎ → 0
이면

𝑃(𝑌 ≤ 𝑦 ∣ 𝑥 < 𝑋 ≤ 𝑥 + ℎ) =
∫𝑥+ℎ
𝑥 ∫𝑦

−∞ 𝑓(𝑠, 𝑡) 𝑑𝑡 𝑑𝑠
∫𝑥+ℎ
𝑥 𝑓𝑋(𝑠) 𝑑𝑠

⟶ ∫
𝑦

−∞

𝑓(𝑥, 𝑡)
𝑓𝑋(𝑥)

𝑑𝑡

(𝑓가 연속인 점에서). “𝑋가 𝑥 근처에 있다”는 확률이 양수인 사건에 조건을 걸고 극한을 취한

것이다. 이 극한을 어떻게취하느냐가 답을 바꿀 수 있다는 것이 7.1절의 Borel역설이다.

그림으로 읽으면 조건부 밀도는 결합밀도의단면이다. 𝑥에서 결합밀도를 세로로 자르고, 그 단면의

넓이가 1이 되도록 𝑓𝑋(𝑥)로 나눈 것이다(그림 2.1).
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𝑥

𝑦

𝑥0

결합밀도 𝑓(𝑥, 𝑦)의등고선

𝑦

𝑓𝑌∣𝑋 (𝑦 ∣ 𝑥0)

𝑓(𝑥0, 𝑦)

÷𝑓𝑋 (𝑥0)

단면을넓이 1로맞춘것

점선의 넓이가 ∫𝑓(𝑥0, 𝑦) 𝑑𝑦 = 𝑓𝑋 (𝑥0)이다. 그것으로
나누면 밀도가 된다.

그림 2.1 결합밀도의 단면이 조건부 밀도다. 𝑋 = 𝑥0에서 자른 곡선을 그 넓이 𝑓𝑋(𝑥0)로 나누면

𝑓𝑌∣𝑋(𝑦 ∣ 𝑥0)가 된다.

예제 2.3 (원판의 단면) 예제 1.7에서 |𝑥| < 1이면

𝑓𝑌∣𝑋(𝑦 ∣ 𝑥) =
1/𝜋

2
𝜋
√1 − 𝑥2

= 1
2√1 − 𝑥2

, |𝑦| ≤ √1 − 𝑥2.

𝑋 = 𝑥를 알면 𝑌는 구간 [−√1 − 𝑥2, √1 − 𝑥2]위의 균등분포다. 결합분포가 균등하면 단면도

균등하다.

2.2 조건부기댓값

정의 2.4 (조건부기댓값) 𝑋 = 𝑥일 때 𝑌의 조건부분포의 평균

𝐸(𝑌 ∣ 𝑋 = 𝑥) = ∑
𝑦
𝑦 𝑝(𝑦 ∣ 𝑥) 또는 ∫𝑦𝑓(𝑦 ∣ 𝑥) 𝑑𝑦

를 조건부기댓값이라 한다. 이것은 𝑥의 함수 𝑚(𝑥)이고, 그 함수에 𝑋를 넣은 확률변수 𝑚(𝑋)
를 𝐸(𝑌 ∣ 𝑋)로 쓴다. 같은 방법으로 𝐸(𝑔(𝑌) ∣ 𝑋)와 Var(𝑌 ∣ 𝑋) = 𝐸[(𝑌 − 𝐸(𝑌 ∣ 𝑋))2 ∣ 𝑋]를
정의한다.

𝐸(𝑌 ∣ 𝑋 = 𝑥)는 수이고 𝐸(𝑌 ∣ 𝑋)는 확률변수다. 이 구별이 다음 정리의 핵심이다. 그림 1.1의
빨간 점이 𝑚(𝑥) = 𝐸(𝑆 ∣ 𝑀 = 𝑚)이다.
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정리 2.5 (반복기댓값) 𝐸|𝑌| < ∞이면

𝐸[𝐸(𝑌 ∣ 𝑋)] = 𝐸𝑌.

더 일반적으로 𝐸|𝑔(𝑋)𝑌| < ∞이면 𝐸[𝑔(𝑋) 𝐸(𝑌 ∣ 𝑋)] = 𝐸[𝑔(𝑋) 𝑌].

증명. 전략 𝐸[𝑔(𝑋)𝑚(𝑋)]를 𝑋에 대한 적분으로 쓰고, 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑦 ∣ 𝑥)𝑓𝑋(𝑥)로 바꿔 이중적분으

로 만든다. 그다음 적분 순서를 바꾼다. 연속인 경우를 쓰고, 이산은 같은 계산을 합으로 한다.

1 𝑚(𝑥) = ∫𝑦 𝑓(𝑦 ∣ 𝑥) 𝑑𝑦이고, 𝑓𝑋(𝑥) > 0인 곳에서 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑦 ∣ 𝑥) 𝑓𝑋(𝑥)이다.

정의 2.2, 2.4

2 𝑔(𝑋)𝑚(𝑋)는 𝑋의 함수이므로

𝐸[𝑔(𝑋)𝑚(𝑋)] = ∫𝑔(𝑥)(∫𝑦 𝑓(𝑦 ∣ 𝑥) 𝑑𝑦)𝑓𝑋(𝑥) 𝑑𝑥. 2회 1.4절의 상자

3 1 을 넣고 적분 순서를 바꾼다.

∫𝑔(𝑥)(∫𝑦 𝑓(𝑦 ∣ 𝑥) 𝑑𝑦)𝑓𝑋(𝑥) 𝑑𝑥 =∬𝑔(𝑥) 𝑦 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 𝑑𝑥. Fubini [T6]

4 오른쪽은 𝐸[𝑔(𝑋)𝑌]이다. 정리 1.8(b)

5 𝑔 ≡ 1이면 첫 식 𝐸[𝐸(𝑌 ∣ 𝑋)] = 𝐸𝑌가 된다. 4

조건 확인 셋째 단계에서 적분 순서를 바꾸려면 ∬|𝑔(𝑥) 𝑦| 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 𝑑𝑥 < ∞이어야 한다. 이것

은 𝐸|𝑔(𝑋)𝑌| < ∞라는 가정 그대로다(Fubini, [T6]). 같은 이유로 거의 모든 𝑥에서 ∫ |𝑦| 𝑓(𝑦 ∣
𝑥) 𝑑𝑦 < ∞이므로 𝑚(𝑥)가 정의된다. 𝑓𝑋(𝑥) = 0인 𝑥들의 집합은 확률이 0이므로 거기서 𝑚을

어떻게 정해도 적분은 바뀌지 않는다. 증명은 𝑌 대신 (𝑋, 𝑌)의 함수 ℎ(𝑋, 𝑌)를 넣어도 그대로

된다. 𝐸|ℎ(𝑋, 𝑌)| < ∞이면 𝐸[𝐸(ℎ(𝑋, 𝑌) ∣ 𝑋)] = 𝐸 ℎ(𝑋, 𝑌)이다.

정리는 “평균을 두 단계로 낼 수 있다”는 말이다. 먼저 𝑋의 값마다 𝑌의 평균을 내고, 그 평균들을

𝑋의 분포로 다시 평균한다. 1회 정리 5.4의 전확률 공식을 기댓값으로 쓴 것이기도 하다.

정리 2.6 (전분산 공식) 𝐸𝑌 2 < ∞이면

Var 𝑌 = 𝐸[Var(𝑌 ∣ 𝑋)] + Var(𝐸(𝑌 ∣ 𝑋)).

증명. 전략 𝑌 − 𝐸𝑌를 “조건부 평균에서 벗어난 부분”과 “조건부 평균이 전체 평균에서 벗어난

부분”으로 쪼개 제곱한다. 교차항이 0임을 반복기댓값의 둘째 식으로 보인다.

1 𝑚(𝑋) = 𝐸(𝑌 ∣ 𝑋)로 두면 𝑌 − 𝐸𝑌 = (𝑌 − 𝑚(𝑋)) + (𝑚(𝑋) − 𝐸𝑌)이다. 항등식
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2 제곱해 기댓값을 취한다.

Var 𝑌 = 𝐸(𝑌 − 𝑚(𝑋))2 + 𝐸(𝑚(𝑋) − 𝐸𝑌)2 + 2𝐸[(𝑌 − 𝑚(𝑋))(𝑚(𝑋) − 𝐸𝑌)]. 따름정리 1.9

3 첫 항은 𝐸[𝐸((𝑌 − 𝑚(𝑋))2 ∣ 𝑋)] = 𝐸[Var(𝑌 ∣ 𝑋)]이다. 정리 2.5를 (𝑌 − 𝑚(𝑋))2에, 정의 2.4

4 𝐸𝑚(𝑋) = 𝐸𝑌이므로 둘째 항은 Var(𝑚(𝑋))이다. 정리 2.5

5 𝑔(𝑋) = 𝑚(𝑋) − 𝐸𝑌로 두면 교차항은

𝐸[𝑔(𝑋) (𝑌 − 𝑚(𝑋))] = 𝐸[𝑔(𝑋) 𝑌] − 𝐸[𝑔(𝑋)𝑚(𝑋)] = 0. 정리 2.5의 둘째식

6 3 – 5 를 2 에 넣으면 결론이다.

조건확인 다섯째 단계에서 정리 2.5를 쓰려면 𝐸|𝑔(𝑋)𝑌| < ∞이어야 한다. 2|𝑎𝑏| ≤ 𝑎2 + 𝑏2 [T4]로
𝐸|𝑔(𝑋)𝑌| ≤ 1

2
(𝐸 𝑔(𝑋)2 + 𝐸𝑌 2)이고, 𝐸 𝑔(𝑋)2 ≤ 2𝐸𝑚(𝑋)2 + 2(𝐸𝑌)2이다. 남은 𝐸𝑚(𝑋)2 ≤ 𝐸𝑌 2는

아래 정리 2.8의 첫 단계다. 그 단계는 전분산 공식을 쓰지 않는다.

전체의 흩어짐은 “집단 안의 흩어짐의 평균”과 “집단 평균들의 흩어짐”의 합이다. 14회 분산분

석의 분해 𝑆𝑆total = 𝑆𝑆within + 𝑆𝑆between이 이 공식의 표본판이다.

예제 2.7 (주사위를 던지고 그 수만큼 동전을) 주사위 눈 𝑁을 보고 공평한 동전을 𝑁번 던져

앞면 수 𝐾를 센다. 𝑁 = 𝑛이면 𝐾 ∼ b(𝑛, 1
2
)이므로 𝐸(𝐾 ∣ 𝑁) = 𝑁

2
, Var(𝐾 ∣ 𝑁) = 𝑁

4
(2회 정리

2.4). 그러면

𝐸𝐾 = 𝐸[𝑁2 ] =
3.5
2 = 1.75,

Var 𝐾 = 𝐸[𝑁4 ] + Var(𝑁2 ) =
3.5
4 + 35/12

4 ≈ 0.875 + 0.729 = 1.604.

𝐾의 분포를 직접 구하지 않고 평균과 분산을 얻었다. 분산의 절반 가까이가 “동전을 몇 번

던지는가”의 불확실성에서 온다.

2.3 가장좋은예측

2회 정리 2.2(c)는 상수 하나로 𝑌를 예측할 때 제곱오차를 가장 작게 하는 것이 평균임을 보였다.

𝑋를 보고 예측할 수 있다면 가장 좋은 것은 조건부 평균이다.
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정리 2.8 (조건부기댓값은가장좋은예측) 𝐸𝑌 2 < ∞이면 𝐸𝑔(𝑋)2 < ∞인 모든 함수 𝑔에 대해

𝐸(𝑌 − 𝑔(𝑋))2 = 𝐸(𝑌 − 𝑚(𝑋))2 + 𝐸(𝑚(𝑋) − 𝑔(𝑋))2 ≥ 𝐸(𝑌 − 𝑚(𝑋))2.

특히 𝐸𝑚(𝑋)2 ≤ 𝐸𝑌 2이다.

증명. 전략 𝑌 − 𝑔(𝑋)를 (𝑌 − 𝑚(𝑋)) + (𝑚(𝑋) − 𝑔(𝑋))로 쪼개 제곱한다. 교차항은 반복기댓값의

둘째 식으로 0이 된다. 전분산 공식과 같은 계산이다. 먼저 모든 항이 유한함을 확인한다.

1 𝑚(𝑥)2 ≤ 𝐸(𝑌 2 ∣ 𝑋 = 𝑥)이다. 이것을 𝑋의 분포로 평균하면 𝐸𝑚(𝑋)2 ≤ 𝐸[𝐸(𝑌2 ∣ 𝑋)] =
𝐸𝑌 2 < ∞이다. 2회 따름정리 5.10(a), 정리 2.5

2 ℎ(𝑋) = 𝑚(𝑋) − 𝑔(𝑋)로 두면 𝐸 ℎ(𝑋)2 ≤ 2𝐸𝑚(𝑋)2 + 2𝐸 𝑔(𝑋)2 < ∞이다.

(𝑎 + 𝑏)2 ≤ 2𝑎2 + 2𝑏2 [T4]

3 𝑌 − 𝑔(𝑋) = (𝑌 − 𝑚(𝑋)) + ℎ(𝑋)를 제곱해 기댓값을 취한다.

𝐸(𝑌 − 𝑔(𝑋))2 = 𝐸(𝑌 − 𝑚(𝑋))2 + 𝐸 ℎ(𝑋)2 + 2𝐸[ℎ(𝑋) (𝑌 − 𝑚(𝑋))]. 따름정리 1.9

4 교차항은 𝐸[ℎ(𝑋)𝑌] − 𝐸[ℎ(𝑋)𝑚(𝑋)] = 0이다. 𝐸|ℎ(𝑋)𝑌| < ∞는 2 와 2|𝑎𝑏| ≤ 𝑎2 + 𝑏2에서

나온다. 정리 2.5의 둘째식

5 𝐸 ℎ(𝑋)2 ≥ 0이므로 부등식이 나온다. 등호는 𝐸(𝑚(𝑋) − 𝑔(𝑋))2 = 0일 때뿐이다. 3 4

이 정리가 회귀의 수학적 정의다. 𝑚(𝑥) = 𝐸(𝑌 ∣ 𝑋 = 𝑥)를 𝑋에 대한 𝑌의 회귀함수라 한다. 5
회에서 이변량 정규분포의 회귀함수가 직선임을 보이고, 13회에서 회귀함수를 데이터로 추정한다.

기계학습의 제곱손실 회귀가 추정하려는 대상도 바로 이 𝑚(𝑥)다.

연습문제

연습 2.1 (조건부 확률질량함수★) 예제 1.4에서 𝑀 = 4일 때 𝑆의 조건부분포와 𝐸(𝑆 ∣ 𝑀 = 4)
를 구하라. 𝐸(𝑆 ∣ 𝑀 = 𝑚)을 𝑚의 식으로 쓰고 반복기댓값으로 𝐸𝑆 = 7을 확인하라. 풀이 49쪽

연습 2.2 (삼각형의 조건부 ★) 연습 1.2의 밀도에서 𝑓𝑋∣𝑌 (𝑥 ∣ 𝑦)와 𝐸(𝑋 ∣ 𝑌)를 구하고, 𝐸𝑋를

반복기댓값으로 다시 구하라. 풀이 49쪽

연습 2.3 (무작위 합 ★★) 𝑁이 음이 아닌 정수값의 확률변수이고, 𝑁과 독립인 𝑋1, 𝑋2,… 가

서로 독립이며 평균 𝜇, 분산 𝜎2를 갖는다. 𝑆 = 𝑋1+⋯+𝑋𝑁(𝑁 = 0이면 0)에 대해 𝐸𝑆 = 𝜇𝐸𝑁,

Var 𝑆 = 𝜎2𝐸𝑁 + 𝜇2 Var𝑁임을 보여라(Wald의 항등식). 보험사의 한 해 지급액의 분산이

“청구 건수의 불확실성”과 “건당 금액의 불확실성”으로 나뉘는 방식이다. 풀이 50쪽
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연습 2.4 (두 단계의 균등 ★★) 𝑋 ∼ U(0, 1)이고, 𝑋 = 𝑥일 때 𝑌 ∼ U(0, 𝑥)이다. (𝑋, 𝑌)의 결

합밀도, 𝑌의 주변 밀도, 𝐸𝑌 , Var 𝑌를 구하라. 마지막 둘은 반복기댓값과 전분산 공식으로도

구하라. 풀이 50쪽

연습 2.5 (조건부기댓값의성질★★) 정의에서 바로 (a) 𝐸(𝑎𝑌1+𝑏𝑌2 ∣ 𝑋) = 𝑎𝐸(𝑌1 ∣ 𝑋)+𝑏𝐸(𝑌2 ∣
𝑋), (b) 𝐸(𝑔(𝑋)𝑌 ∣ 𝑋) = 𝑔(𝑋)𝐸(𝑌 ∣ 𝑋)를 보여라. (b)를 “아는 것은 상수처럼 밖으로 꺼낸다”

고 읽는다. 풀이 50쪽

연습 2.6 (예측의 개선 ★) 예제 2.7에서 𝑁을 보고 𝐾를 예측하면 평균제곱오차는 얼마나 줄

어드나? Var(𝐸(𝐾 ∣ 𝑁))/ Var 𝐾를 구하라. 이 비를 “𝑁이 설명하는 분산의 비율”이라 부른다.

풀이 50쪽
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3
독립

두 확률변수가 독립이라는 것은 한쪽의 값을 알아도 다른 쪽의 분포가 바뀌지 않는다는 것이다.

2회는 이산 확률변수에서 이것을 정의했다. 이 절은 연속 확률변수를 포함한 일반적인 정의를

세우고, 독립을 판정하는 간단한 기준(인수분해)을 증명한 뒤, 2회에 남긴 꼬리표 둘을 뗀다.

3.1 정의와판정

정의 3.1 (독립인 확률변수) 확률변수 𝑋1,… , 𝑋𝑛이 모든 실수 𝑥1,… , 𝑥𝑛에 대해

𝐹𝑋1,…,𝑋𝑛(𝑥1,… , 𝑥𝑛) = 𝐹𝑋1(𝑥1)⋯𝐹𝑋𝑛(𝑥𝑛)

을 만족하면 독립이라 한다. 무한히 많은 확률변수는 그 가운데 어떤 유한 개도 독립이면

독립이라 한다. 독립이고 분포가 모두 같으면 iid(independent and identically distributed)
라 하고 𝑋𝑖

iid∼ 𝐹로 쓴다.

이산 확률변수에서는 이 정의가 2회 정의 2.6(𝑝(𝑥1,… , 𝑥𝑛) = ∏𝑝(𝑥𝑖))과 같다(연습 3.1). 연속에

서는 밀도로 판정하는 것이 편하다.

정리 3.2 (인수분해판정법) (𝑋, 𝑌)가 결합밀도 𝑓를 가질 때 다음은 동치다.

(a) 𝑋와 𝑌는 독립이다.

(b) (거의) 모든 (𝑥, 𝑦)에서 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑋(𝑥) 𝑓𝑌 (𝑦).
(c) 음이 아닌 함수 𝑔, ℎ가 있어 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑔(𝑥) ℎ(𝑦).

증명. 전략 (b)⇒(a)는 이중적분을 두 적분의 곱으로 나눈다. (a)⇒(b)는 결합분포함수를 𝑥와 𝑦로

한 번씩 미분한다. (c)⇒(b)는 𝑔와 ℎ의 상수배를 주변 밀도로 맞춘다.

(b)⇒(a)

1 𝐹(𝑥, 𝑦) = ∫𝑦
−∞∫

𝑥
−∞ 𝑓𝑋(𝑠)𝑓𝑌 (𝑡) 𝑑𝑠 𝑑𝑡이다. 정의 1.5, (b)

2 음이 아닌 곱함수의 적분은 적분의 곱이므로 𝐹(𝑥, 𝑦) = ∫𝑥
−∞ 𝑓𝑋 ⋅ ∫

𝑦
−∞ 𝑓𝑌 = 𝐹𝑋(𝑥)𝐹𝑌 (𝑦)이다.

Tonelli [T6]

16



수리통계학 3회 · 왜 평균을내는가 3 독립

(a)⇒(b)

1 𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝐹𝑋(𝑥)𝐹𝑌 (𝑦)를 𝑥로, 다시 𝑦로 미분하면, 𝑓𝑋 와 𝑓𝑌 가 연속인 점에서 𝜕2𝐹/𝜕𝑥 𝜕𝑦 =
𝑓𝑋(𝑥)𝑓𝑌 (𝑦)이다. 1회 정리 6.7(d)

2 정의 1.5의 적분을 두 번 미분하면, 𝑓가 연속인 점에서 𝜕2𝐹/𝜕𝑥 𝜕𝑦 = 𝑓(𝑥, 𝑦)이다.

미적분의기본정리두번

3 두 식이 모두 성립하는 점에서 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑋(𝑥)𝑓𝑌 (𝑦)이다. 밀도는 넓이 0인 집합에서 바꿔도

같은 분포를 주므로 “(거의) 모든 점”으로 충분하다. 1 2

(b)⇒(c), (c)⇒(b)

1 (b)이면 𝑔 = 𝑓𝑋 , ℎ = 𝑓𝑌 로 두면 된다.

2 (c)이면 𝐺 = ∫𝑔, 𝐻 = ∫ℎ로 두고 1 = ∬𝑓 = 𝐺𝐻이다. Tonelli [T6]

3 𝑓𝑋(𝑥) = ∫𝑔(𝑥)ℎ(𝑦) 𝑑𝑦 = 𝑔(𝑥)𝐻이고 𝑓𝑌 (𝑦) = 𝐺 ℎ(𝑦)이다. 정리 1.6

4 𝑓𝑋(𝑥)𝑓𝑌 (𝑦) = 𝑔(𝑥)ℎ(𝑦) 𝐺𝐻 = 𝑓(𝑥, 𝑦)이다. 2 3

가정 주의 (c)에는 숨은 조건이 있다. 𝑓가 0이 아닌 영역도 “곱”의 꼴, 곧 사각형 {𝑥 ∈
𝐴} × {𝑦 ∈ 𝐵}여야 한다. 예제 1.7의 원판에서 𝑓 = 1

𝜋
는 안에서 상수이지만 영역이 원이므로

𝑓(𝑥, 𝑦) = 1
𝜋
𝟏{𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1}은 𝑔(𝑥)ℎ(𝑦)로 쓸 수 없다. 실제로 𝑋가 1 가까이 있으면 𝑌는 0

근처에 있어야 하므로 둘은 독립이 아니다.

예제 3.3 (지수분포 두 개와 정사각형) 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑒−𝑥−𝑦 (𝑥, 𝑦 > 0)은 𝑒−𝑥 ⋅ 𝑒−𝑦이고 영역이

사분면(곱의 꼴)이므로 𝑋, 𝑌는 독립인 Exp(1)이다. 정사각형 [0, 1]2 위의 균등분포는 1 =
𝟏{0 < 𝑥 < 1} ⋅ 𝟏{0 < 𝑦 < 1}이므로 독립인 두 U(0, 1)이다. 컴퓨터가 균등 난수 두 개를 따로

뽑는 것은 정사각형에서 점 하나를 뽑는 것과 같다.

3.2 독립인변수의함수, 곱, 합

정리 3.4 (독립의 결과들) 𝑋, 𝑌가 독립이면

(a) 함수 𝑔(𝑋)와 ℎ(𝑌)도 독립이다.

(b) 𝐸|𝑔(𝑋)|, 𝐸|ℎ(𝑌)| < ∞이면 𝐸[𝑔(𝑋)ℎ(𝑌)] = 𝐸 𝑔(𝑋) ⋅ 𝐸 ℎ(𝑌).
(c) 분산이 유한하면 Var(𝑋 + 𝑌) = Var𝑋 + Var 𝑌 .

(d) mgf가 있으면 𝑀𝑋+𝑌 (𝑡) = 𝑀𝑋(𝑡)𝑀𝑌 (𝑡).
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여러 개의 독립인 변수에 대해서도 같다.

증명. 전략 (b)를 먼저 증명한다. 결합밀도를 인수분해(정리 3.2)하면 이중적분이 두 적분의 곱이

된다. 절댓값으로 먼저 계산해 적분 순서를 바꿀 수 있음을 확인한다 [T6]. (c)와 (d)는 (b)를 알맞은

함수에 쓴 것이다. (a)는 단조함수이면 정의에서 나오고, 일반적인 함수는 아래 상자의 사실이다.

단계별 증명은 연습 3.6(유도형)에서 직접 쓴다. 완성된 증명은 부록 A의 풀이 51쪽에 있다.

증명없이쓰는사실 (독립인변수의함수는독립이다) 𝑋1,… , 𝑋𝑛이 독립이면, 서로 겹치지 않는

묶음의 (“보통의”) 함수들 𝑔(𝑋1, 𝑋2), ℎ(𝑋3),… 도 독립이다. 증명은 독립을 사각형에서 Borel
집합 전체로 넓히는 측도론의 𝜋–𝜆정리를 쓴다(Billingsley, Probability and Measure, 20절).

이 과정에서는 이 사실을 자유롭게 쓴다.

이로써 2회의 꼬리표가 모두 떨어졌다. 독립합의 분산(2회 정리 2.8)과 대수의 법칙(2회 정리

6.3)은 연속 확률변수에서도 그대로 성립하고, 독립합의 mgf가 곱이라는 것(2회 정리 3.6(b))도
그렇다. 4회의 분포들, 5회의 정규분포, 7회의 중심극한정리가 이 결과를 쓴다.

예제 3.5 (iid의 최댓값과 최솟값) 𝑋1,… , 𝑋𝑛
iid∼ 𝐹, 𝑀𝑛 = max𝑋𝑖, 𝐿𝑛 = min𝑋𝑖라 하자. {𝑀𝑛 ≤

𝑥} = ⋂𝑖{𝑋𝑖 ≤ 𝑥}이므로 독립으로

𝐹𝑀𝑛(𝑥) = 𝐹(𝑥)𝑛, 𝑃(𝐿𝑛 > 𝑥) = (1 − 𝐹(𝑥))𝑛.

1회 연습 6.6이 예고한 것이 첫 식이다. U(0, 1)이면 𝐸𝑀𝑛 = ∫1
0 (1 − 𝑥𝑛)𝑑𝑥 =

𝑛
𝑛+1

(꼬리 공식,

2회 정리 1.13)이다. Exp(𝜆)이면 𝑃(𝐿𝑛 > 𝑥) = 𝑒−𝑛𝜆𝑥이므로 𝐿𝑛 ∼ Exp(𝑛𝜆)이다. 전구 𝑛개

가운데 처음 꺼지는 시간은 평균
1
𝑛𝜆

이다.

연습문제

연습 3.1 (이산에서두정의는같다★★) 𝑋, 𝑌가 정수값을 가질 때, 정의 3.1(분포함수의 곱)과

𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝𝑋(𝑥)𝑝𝑌 (𝑦)가 동치임을 보여라. (힌트: 𝑝(𝑥, 𝑦)를 𝐹의 네 값으로 쓴다. 연습 1.1.)
풀이 50쪽

연습 3.2 (독립 판정 ★) 다음 결합밀도에서 𝑋, 𝑌가 독립인지 판정하라. (a) 𝑓 = 4𝑥𝑦 (0 <
𝑥, 𝑦 < 1), (b) 𝑓 = 8𝑥𝑦 (0 < 𝑥 < 𝑦 < 1), (c) 𝑓 = 1

2𝜋
𝑒−(𝑥2+𝑦2)/2 (ℝ2). 풀이 50쪽

연습 3.3 (최댓값의기댓값★) 독립인 U(0, 1)세 개의 최댓값의 밀도와 평균을 구하라. 주사위

두 개의 최댓값의 평균
161
36

은 같은 방법으로 어떻게 나오나? 풀이 50쪽
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연습 3.4 (경쟁하는 지수분포★★) 𝑋 ∼ Exp(𝜆)와 𝑌 ∼ Exp(𝜇)가 독립이다. 𝑃(𝑋 < 𝑌) = 𝜆
𝜆+𝜇

임을 이중적분으로 보여라. 두 사건 가운데 무엇이 먼저 일어나는가를 결정하는 기본 공식이

다. 풀이 51쪽

연습 3.5 (쌍별 독립의 한계 ★★) 1회의 Bernstein 정사면체에서 𝑅,𝐺, 𝐵는 쌍별 독립이다.

𝐸(𝑅𝐺𝐵) ≠ 𝐸𝑅𝐸𝐺 𝐸𝐵임을 보이고, 정리 3.4(b)를 세 변수로 넓히려면 상호 독립이 필요한

이유를 말하라. 풀이 51쪽

연습 3.6 (독립의결과들증명★★유도형) 𝑋, 𝑌가 독립이고 결합밀도를 갖는다. 정리 3.4를 다음

순서로 증명하라.

(a) (정리의 (b))∬|𝑔(𝑥)ℎ(𝑦)| 𝑓𝑋(𝑥)𝑓𝑌 (𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 𝐸|𝑔(𝑋)| 𝐸|ℎ(𝑌)|를 Tonelli로 보이고, 같은

계산을 부호를 붙여 다시 해 𝐸[𝑔(𝑋)ℎ(𝑌)] = 𝐸 𝑔(𝑋) 𝐸 ℎ(𝑌)를 얻어라. 두 번째 계산에서

순서를 바꾸는 근거는 무엇인가?

(b) (정리의 (c))𝐷𝑋 = 𝑋−𝐸𝑋,𝐷𝑌 = 𝑌−𝐸𝑌로 두고Var(𝑋+𝑌) = Var𝑋+Var 𝑌+2𝐸(𝐷𝑋𝐷𝑌 )
를 보인 뒤 (a)로 교차항이 0임을 보여라.

(c) (정리의 (d)) (a)를 𝑔(𝑥) = 𝑒𝑡𝑥, ℎ(𝑦) = 𝑒𝑡𝑦에 써라. 𝐸 𝑒𝑡𝑋 < ∞가 왜 필요한가?

(d) (정리의 (a)의 특수한 경우) 𝑔가 증가함수이면 {𝑔(𝑋) ≤ 𝑠}가 ∅, Ω, {𝑋 ≤ 𝑐}, {𝑋 < 𝑐}
가운데 하나임을 보여라. 이때 𝑔(𝑋)와 𝑌의 결합분포함수가 인수분해됨을 정의 3.1와 1
회 정리 4.7로 보여라.

풀이 51쪽
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4
공분산과상관

독립이 아닌 두 변수가 “얼마나, 어느 방향으로” 함께 움직이는지를 하나의 수로 재고 싶다. 2회 정

리 2.8의 증명에 나온 교차항 𝐸(𝐷𝑖𝐷𝑗)가 그 수다. 이 절은 그것에 이름을 붙이고, Cauchy–Schwarz
부등식으로 그 크기에 한계를 준다.

4.1 공분산

정의 4.1 (공분산과상관계수) 𝐸𝑋2, 𝐸𝑌 2 < ∞, 𝜇𝑋 = 𝐸𝑋, 𝜇𝑌 = 𝐸𝑌일 때

Cov(𝑋, 𝑌) = 𝐸[(𝑋 − 𝜇𝑋)(𝑌 − 𝜇𝑌 )]

을 공분산, 두 분산이 양수일 때

𝜌 = Corr(𝑋, 𝑌) = Cov(𝑋, 𝑌)
𝜎𝑋𝜎𝑌

를 상관계수라 한다. Cov(𝑋, 𝑌) = 0이면 상관이 없다고 한다.

정리 4.2 (공분산의계산규칙)

(a) Cov(𝑋, 𝑌) = 𝐸(𝑋𝑌) − 𝜇𝑋𝜇𝑌 , Cov(𝑋, 𝑋) = Var 𝑋, Cov(𝑋, 𝑌) = Cov(𝑌, 𝑋).
(b) (쌍선형) Cov(𝑎𝑋 + 𝑏, 𝑐𝑌 + 𝑑) = 𝑎𝑐 Cov(𝑋, 𝑌), Cov(𝑋1 + 𝑋2, 𝑌) = Cov(𝑋1, 𝑌) +

Cov(𝑋2, 𝑌).
(c) Var(∑𝑖 𝑎𝑖𝑋𝑖) = ∑𝑖 𝑎2𝑖 Var𝑋𝑖 + 2∑𝑖<𝑗 𝑎𝑖𝑎𝑗 Cov(𝑋𝑖, 𝑋𝑗).
(d) 독립이면 상관이 없다.

증명. 전략 모든 규칙을 공분산의 정의와 기댓값의 선형성(따름정리 1.9)으로 옮긴다. (c)는 분

산을 자기 자신과의 공분산으로 보고 (b)로 전개한다. 단계별 증명은 연습 4.7(유도형)에서 직접

쓴다. 완성된 증명은 부록 A의 풀이 52쪽에 있다.
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예제 4.3 (두 주사위의 합과 최댓값의 공분산) 예제 1.4에서 𝑆 = 𝐷1 + 𝐷2, 𝑀 = max(𝐷1, 𝐷2)
이다. 쌍선형으로 Cov(𝑆,𝑀) = Cov(𝐷1,𝑀) + Cov(𝐷2,𝑀) = 2Cov(𝐷1,𝑀)이고, 대칭으로

계산하면 Cov(𝑆,𝑀) = 35
12
≈ 2.917, Var𝑀 = 2555

1296
≈ 1.971이다(연습 4.1). 따라서

𝜌(𝑆,𝑀) = 35/12
√35/6√2555/1296

≈ 0.86.

4.2 Cauchy–Schwarz와 상관의한계

정리 4.4 (Cauchy–Schwarz 부등식) 𝐸𝑋2, 𝐸𝑌 2 < ∞이면

(𝐸(𝑋𝑌))2 ≤ 𝐸𝑋2 𝐸𝑌 2.

등호는 어떤 상수 𝑐에 대해 𝑃(𝑌 = 𝑐𝑋) = 1이거나 𝑃(𝑋 = 0) = 1일 때뿐이다.

증명. 전략 모든 실수 𝑡에서 𝐸(𝑌−𝑡𝑋)2 ≥ 0이다. 이것을 𝑡의 이차식으로 쓰면, 음이 아닌 이차식의

판별식은 0이하라는 것이 곧 부등식이다 [T4].

1 2|𝑋𝑌| ≤ 𝑋2 + 𝑌 2이므로 𝐸|𝑋𝑌| < ∞이고 𝐸(𝑋𝑌)가 정의된다. [T4]

2 𝐸𝑋2 = 0이면 𝑃(𝑋 = 0) = 1이고 양변이 0이다. 2회 따름정리 5.6

3 𝐸𝑋2 > 0이면 모든 실수 𝑡에 대해

0 ≤ 𝐸(𝑌 − 𝑡𝑋)2 = 𝐸𝑌 2 − 2𝑡 𝐸(𝑋𝑌) + 𝑡2𝐸𝑋2. 따름정리 1.9

4 음이 아닌 이차식의 판별식은 0이하이므로 4(𝐸(𝑋𝑌))2 − 4𝐸𝑋2 𝐸𝑌2 ≤ 0이다.

이차식의판별식 [T4]

5 등호이면 판별식이 0이고, 이차식이 0이 되는 𝑡 = 𝑐 = 𝐸(𝑋𝑌)/𝐸𝑋2가 있다. 그러면 𝐸(𝑌 −
𝑐𝑋)2 = 0이므로 𝑃(𝑌 = 𝑐𝑋) = 1이다. 2회 따름정리 5.6

6 거꾸로 𝑃(𝑌 = 𝑐𝑋) = 1이면 양변이 모두 𝑐2(𝐸𝑋2)2이다.

따름정리 4.5 (상관계수의범위) −1 ≤ 𝜌 ≤ 1이고, |𝜌| = 1일 필요충분조건은 𝑃(𝑌 = 𝑎+𝑏𝑋) =
1인 상수 𝑎와 𝑏 ≠ 0이 있는 것이다. 이때 𝜌의 부호는 𝑏의 부호다.

증명. 정리 4.4를 𝑋 −𝜇𝑋와 𝑌 −𝜇𝑌 에 쓰면 Cov(𝑋, 𝑌)2 ≤ 𝜎2𝑋𝜎2𝑌 . 등호 조건은 𝑌 −𝜇𝑌 = 𝑐(𝑋 −𝜇𝑋)
이다.
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𝑋의직선들𝑋 − 𝜇𝑋

𝑌 − 𝜇𝑌

𝑏∗(𝑋 − 𝜇𝑋)

𝜃

잔차
길이 𝜎𝑌√1 − 𝜌2

내적 = Cov(𝑋, 𝑌), 길이 = 𝜎

cos 𝜃 = Cov(𝑋, 𝑌)
𝜎𝑋𝜎𝑌

= 𝜌

Cauchy–Schwarz: | cos 𝜃| ≤ 1
가장 좋은 직선 = 직교사영 (정리 4.6)

𝜎2𝑌 = 𝑏∗2𝜎2𝑋 +잔차2 (피타고라스)

그림 4.1 상관계수는 각의 코사인이다. 평균을 뺀 확률변수를 벡터로 보면 공분산이 내적, 표준편차가

길이다. Cauchy–Schwarz는 “코사인은 −1과 1 사이”라는 말이다.

그림 4.1의 기하는 비유가 아니다. 평균이 0이고 분산이 유한한 확률변수들은 내적 ⟨𝑋, 𝑌⟩ = 𝐸(𝑋𝑌)
를 갖는 벡터공간을 이룬다. 길이는 표준편차, 각의 코사인은 상관계수, 직교는 상관없음이다. 이

그림으로 보면 정리 2.8의 조건부기댓값은 𝑌를 “𝑋의 함수들의 공간”에직교사영한 것이고, 전분산

공식은 피타고라스 정리다. 5회와 13회는 이 기하를 계속 쓴다.

4.3 가장좋은직선과상관의함정

정리 4.6 (가장 좋은선형예측) 𝐸(𝑌 − 𝑎 − 𝑏𝑋)2을 가장 작게 하는 (𝑎, 𝑏)는

𝑏∗ = Cov(𝑋, 𝑌)
Var 𝑋 = 𝜌𝜎𝑌𝜎𝑋

, 𝑎∗ = 𝜇𝑌 − 𝑏∗𝜇𝑋

이고, 그때의 최솟값은 𝜎2𝑌 (1 − 𝜌2)이다.

증명. 전략 𝑏를 고정하고 𝑎에 대해 먼저 최소화한다. 그러면 남은 값은 𝑏의 이차식이고, 그것을

최소화한다. 단계별 증명은 연습 4.8(유도형)에서 직접 쓴다. 완성된 증명은 부록 A의 풀이 53쪽에

있다.

𝜌2은 𝑋의 직선이 설명하는 𝑌의 분산의 비율이다. 직선 𝑦 = 𝑎∗ + 𝑏∗𝑥를 𝑋에 대한 𝑌의 회귀

직선이라 한다. 기울기에 𝜌가 곱해져 있으므로 |𝜌| < 1이면 표준단위로 잰 예측은 평균 쪽으로

“되돌아간다” . Galton이 regression이라 부른 현상이다(5회).

예제 4.7 (상관이 없어도 독립이 아니다) 𝑋 ∼ U(−1, 1), 𝑌 = 𝑋2이면 𝑌는 𝑋로 완전히 정해

진다. 그런데 Cov(𝑋, 𝑌) = 𝐸𝑋3 − 𝐸𝑋 𝐸𝑋2 = 0이다(대칭). 상관계수는 직선 관계만 잰다.

정리 4.2(d)의 역은 거짓이다.
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예제 4.8 (상관은 인과가 아니다 — 공통 원인) 𝑍가 공통 원인이고 𝑋 = 𝑍 + 𝐸1, 𝑌 = 𝑍 + 𝐸2
(𝑍, 𝐸1, 𝐸2 독립, 분산 𝜎2𝑍, 𝜎2, 𝜎2)이면 Cov(𝑋, 𝑌) = Var 𝑍이고 𝜌 = 𝜎2𝑍

𝜎2𝑍+𝜎2
이다. 𝑋는 𝑌에 아무

영향도 주지 않지만 둘은 상관되어 있다. 1회 연습 5.9의 Simpson 역설에서 결석의 크기가

이런 공통 원인이었다.

연습문제

연습 4.1 (합과 최댓값 ★★) 𝐸(𝐷1𝑀)을 직접 세어 Cov(𝐷1,𝑀)을 구하고, 예제 4.3에서 쓴

Cov(𝑆,𝑀)이 35
12

임을 확인하라. (힌트: 𝑀 = 𝐷1인 경우와 𝑀 = 𝐷2 > 𝐷1인 경우로 나눈

다.) 풀이 51쪽

연습 4.2 (합과 차 ★) 𝑋, 𝑌의 분산이 같으면 𝑋 + 𝑌와 𝑋 − 𝑌는 상관이 없음을 보여라. 두

주사위의 합과 차는 독립인가? 풀이 52쪽

연습 4.3 (포트폴리오★★) 수익률 𝑋, 𝑌의 표준편차가 𝜎𝑋 = 0.2, 𝜎𝑌 = 0.3, 상관계수가 𝜌이다.

𝑤𝑋 + (1 − 𝑤)𝑌의 분산을 가장 작게 하는 𝑤를 𝜌의 식으로 구하고, 𝜌 = −1, 0, 0.5일 때 최소

분산을 구하라. 𝜌 = −1이면 위험을 완전히 없앨 수 있다. 풀이 52쪽

연습 4.4 (상관계수의불변성★) 𝑎, 𝑐 > 0이면 Corr(𝑎𝑋 +𝑏, 𝑐𝑌 +𝑑) = Corr(𝑋, 𝑌)임을 보여라.

𝑎 < 0이면? 풀이 52쪽

연습 4.5 (부등식의사촌들★★) Cauchy–Schwarz로 (a) 𝐸|𝑋| ≤ √𝐸𝑋2, (b) 𝜎𝑋+𝑌 ≤ 𝜎𝑋 + 𝜎𝑌
를 보여라. (b)는 표준편차의 삼각부등식이다. 풀이 52쪽

연습 4.6 (원판의 상관 ★) 예제 1.7의 (𝑋, 𝑌)는 상관이 없음을 보여라. 3.1절의 주의 상자

에 따르면 둘은 독립이 아니다. 독립이 아님을 확률로 보여라: 𝑃(𝑋 > 0.8, 𝑌 > 0.8)과
𝑃(𝑋 > 0.8)𝑃(𝑌 > 0.8)을 비교한다. 풀이 52쪽

연습 4.7 (공분산의계산규칙증명★ 유도형) 𝐸𝑋2
𝑖 < ∞라 하자. 정리 4.2를 다음 순서로 증명하

라.

(a) 2|𝑥𝑦| ≤ 𝑥2 + 𝑦2로 𝐸|𝑋𝑌| < ∞임을 보여 공분산이 정의됨을 확인하라.

(b) (𝑋 − 𝜇𝑋)(𝑌 − 𝜇𝑌 ) = 𝑋𝑌 − 𝜇𝑌𝑋 − 𝜇𝑋𝑌 + 𝜇𝑋𝜇𝑌 에 선형성을 써서 (a)의 첫 식을 얻어라.

(c) 정의에 𝑎𝑋 + 𝑏와 𝑐𝑌 + 𝑑를 넣어 쌍선형을 보여라. 상수 𝑏, 𝑑는 어디서 사라지는가?

(d) Var(∑𝑖 𝑎𝑖𝑋𝑖) = Cov(∑𝑖 𝑎𝑖𝑋𝑖,∑𝑗 𝑎𝑗𝑋𝑗) = ∑𝑖∑𝑗 𝑎𝑖𝑎𝑗 Cov(𝑋𝑖, 𝑋𝑗)를 보이고, 𝑖 = 𝑗인 항

과 𝑖 ≠ 𝑗인 항으로 나눠 (c)를 얻어라. 𝑖 ≠ 𝑗인 순서쌍이 𝑖 < 𝑗인 쌍의 두 배인 이유를

말하라.

(e) 정리 3.4(b)로 (d)를 보여라.

풀이 52쪽
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연습 4.8 (가장 좋은선형예측증명★★ 유도형) 정리 4.6를 다음 순서로 증명하라.

(a) 𝑏를 고정하면 𝐸(𝑌 − 𝑏𝑋 − 𝑎)2을 가장 작게 하는 𝑎는 𝐸(𝑌 − 𝑏𝑋)이고 그때의 값은

Var(𝑌 − 𝑏𝑋)임을 2회 정리 2.2(c)로 보여라.

(b) Var(𝑌 − 𝑏𝑋) = 𝜎2𝑌 − 2𝑏Cov(𝑋, 𝑌) + 𝑏2𝜎2𝑋 임을 정리 4.2로 보여라.

(c) (b)의 이차식을 최소로 하는 𝑏∗를 구하고, 최솟값이 𝜎2𝑌 (1 − 𝜌2)임을 보여라.

(d) 잔차 𝑌 − 𝑎∗ − 𝑏∗𝑋가 𝑋와 상관이 없음을 보여라.

풀이 53쪽
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5
여러변수의변수변환—야코비안

2회 정리 4.3은 한 변수의 단조변환에서 밀도가 |ℎ′(𝑦)|배로 바뀐다고 했다. 두 변수 이상에서는

그 배율이 야코비안 행렬식이다. 이 절은 그 공식을 세우고, 그것으로 이 과정 전체에서 쓰는

네 결과를 얻는다. 가우스 적분(5회의 정규분포의 상수), Box–Muller 방법(정규 난수), 합성곱

(독립합의 밀도), 그리고 정규의 비가 Cauchy라는 것이다.

5.1 변수변환공식

증명 없이 쓰는 사실 (다중적분의 치환) 𝑇가 열린 집합 𝑆 ⊂ ℝ𝑛에서 열린 집합 𝑇(𝑆)로 가는

일대일 연속미분가능 변환이고 야코비안 행렬식 𝐽𝑇(𝐱) = det[𝜕𝑇𝑖/𝜕𝑥𝑗]이 0이 아니면, 𝑇(𝑆)
위의 적분 가능한 𝑔에 대해

∫
𝑇(𝑆)

𝑔(𝐲) 𝑑𝐲 = ∫
𝑆
𝑔(𝑇(𝐱)) |𝐽𝑇(𝐱)| 𝑑𝐱.

다변수 미적분학의 표준 정리다. 작은 정육면체가 𝑇로 넓이(부피) |𝐽𝑇 |배의 평행육면체로

바뀐다는 것이 핵심이다(그림 5.1).

𝑥1

𝑥2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

𝐱평면

𝑇

𝑦1

𝑦2

|𝐽𝑇 | 𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

𝐲 = 𝑇(𝐱)평면

확률은 보존된다: 𝑓𝐗(𝐱) 𝑑𝑥1𝑑𝑥2 = 𝑓𝐘(𝐲) |𝐽𝑇 | 𝑑𝑥1𝑑𝑥2. 그래서 𝑓𝐘(𝐲) = 𝑓𝐗(𝐱)/|𝐽𝑇 (𝐱)| =
𝑓𝐗(𝐻(𝐲)) |𝐽𝐻(𝐲)|.

그림 5.1 변환 𝑇는 작은 사각형을 거의 평행사변형으로 보낸다. 넓이의 배율이 야코비안 행렬식의

절댓값이다. 확률은 보존되므로 밀도는 그 역수만큼 바뀐다.

25



수리통계학 3회 · 왜 평균을내는가 5 여러변수의변수변환—야코비안

정리 5.1 (야코비안변수변환) 𝐗가 열린 집합 𝑆 밖에서 0인 밀도 𝑓𝐗를 갖고, 𝐘 = 𝑇(𝐗)가 위의

조건을 만족하는 변환이며, 역변환 𝐱 = 𝐻(𝐲)의 야코비안 행렬식이 𝐽𝐻(𝐲)이면

𝑓𝐘(𝐲) = 𝑓𝐗(𝐻(𝐲)) ||𝐽𝐻(𝐲)||, 𝐲 ∈ 𝑇(𝑆)

이고, 𝑇(𝑆) 밖에서 0이다.

증명. 전략 어떤 함수가 𝐘의 밀도라는 것은 모든 보통의 집합 𝐵에서 𝑃(𝐘 ∈ 𝐵)가 그 함수의 𝐵
위의 적분이라는 것이다. {𝐘 ∈ 𝐵}를 𝐗에 대한 사건으로 바꾸고, 다중적분의 치환을 역변환 𝐻에

쓴다 [T7].

1 𝑇(𝑆) 안의 보통의 집합 𝐵에 대해 {𝐘 ∈ 𝐵} = {𝐗 ∈ 𝐻(𝐵)}이다. 𝑇가일대일, 𝐻 = 𝑇−1 [T1]

2 𝑃(𝐘 ∈ 𝐵) = ∫𝐻(𝐵) 𝑓𝐗(𝐱) 𝑑𝐱이다. 밀도의정의

3 위 상자의 치환을 𝐻에 쓴다. 𝐻는 𝐵를 𝐻(𝐵)로 보낸다.

∫
𝐻(𝐵)

𝑓𝐗(𝐱) 𝑑𝐱 = ∫
𝐵
𝑓𝐗(𝐻(𝐲)) |𝐽𝐻(𝐲)| 𝑑𝐲. 다중적분의치환 [T7]

4 2 3 이 모든 𝐵에서 성립하므로 적분 안의 함수가 𝑇(𝑆)위에서 𝐘의 밀도다. 𝑃(𝐘 ∉ 𝑇(𝑆)) =
𝑃(𝐗 ∉ 𝑆) = 0이므로 𝑇(𝑆) 밖에서는 0으로 둔다. 1회 정의 6.6의 다변량판

조건확인 셋째 단계에서 상자의 정리를 𝐻에 쓰려면 𝐻도 연속미분가능하고 야코비안 행렬식이 0
이 아니어야 한다. 역함수 정리(다변수 미적분)로𝐻는 연속미분가능하고 𝐽𝐻(𝐲) = 1/𝐽𝑇(𝐻(𝐲)) ≠ 0
이다. 그래서 𝐽𝑇와 𝐽𝐻 가운데 계산하기 쉬운 쪽을 구해 역수를 취해도 된다.

𝑛 = 1이면 2회 정리 4.3이다. 쓰는 순서는 늘 같다. (1) 새 변수 𝐘를 정하고 필요하면 보조 변수를

더해 변수의 수를 맞춘다. (2) 역변환 𝐱 = 𝐻(𝐲)를 푼다. (3) 야코비안을 계산한다. (4) 새 영역

𝑇(𝑆)를 그린다. (5) 보조 변수를 적분해 없앤다.

5.2 극좌표—가우스적분과 Box–Muller

예제 5.2 (극좌표의야코비안) 𝑥 = 𝑟 cos 𝜃, 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 (𝑟 > 0, 0 < 𝜃 < 2𝜋)이면

𝐽 = det (
cos 𝜃 −𝑟 sin 𝜃
sin 𝜃 𝑟 cos 𝜃

) = 𝑟.

극좌표의 넓이 요소 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜃가 이것이다.
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정리 5.3 (가우스 적분)

∫
∞

−∞
𝑒−𝑥2/2 𝑑𝑥 = √2𝜋.

따라서 𝜙(𝑥) = 1
√2𝜋

𝑒−𝑥2/2는 밀도이고, 이 밀도를 갖는 분포를 표준정규분포 𝒩(0, 1)이라

한다.

증명. 전략 한 변수 적분 𝐼를 제곱해 평면 위의 이중적분으로 만든다. 극좌표로 바꾸면 넓이 요소의

𝑟 덕분에 원시함수가 생긴다.

1 𝐼 = ∫∞
−∞ 𝑒−𝑥2/2 𝑑𝑥로 두면 𝐼2 = ∫𝑒−𝑥2/2𝑑𝑥∫ 𝑒−𝑦2/2𝑑𝑦 = ∬𝑒−(𝑥2+𝑦2)/2 𝑑𝑥 𝑑𝑦이다.

Tonelli [T6]

2 극좌표로 바꾼다.

∬𝑒−(𝑥2+𝑦2)/2 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = ∫
2𝜋

0
∫

∞

0
𝑒−𝑟2/2 𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜃. 예제 5.2, [T7]

3 안쪽 적분은 ∫∞
0 𝑒−𝑟2/2𝑟 𝑑𝑟 = [−𝑒−𝑟2/2]∞0 = 1이다. 원시함수

4 𝐼2 = 2𝜋이고 𝐼 > 0이므로 𝐼 = √2𝜋이다. 1 – 3

조건확인 먼저 𝐼 < ∞이다.
𝑥2

2
≥ |𝑥| − 1

2
이므로 𝑒−𝑥2/2 ≤ 𝑒1/2𝑒−|𝑥|이고 오른쪽은 적분 가능하다

[T4]. 극좌표 변환은 (0,∞) × (0, 2𝜋)를 평면에서 반직선 {𝑦 = 0, 𝑥 ≥ 0}을 뺀 집합으로 일대일로

보낸다. 빠진 반직선은 넓이가 0이므로 적분에 영향이 없다.

2회 정리 7.1의 로그정규 밀도가 밀도라는 것(∫𝜙 = 1)은 이것으로 증명되었다. 정규분포의 성

질은 5회에서 자세히 다룬다. 여기서는 정규 난수를 만드는 방법이 필요하다. 정규분포함수에는

닫힌 꼴의 역함수가 없으므로 2회의 역변환 표집을 바로 쓰기 어렵다. 극좌표가 길을 연다.

정리 5.4 (Box–Muller (1958)) 𝑈1, 𝑈2
iid∼ U(0, 1)이고

𝑍1 = √−2 log𝑈1 cos(2𝜋𝑈2), 𝑍2 = √−2 log𝑈1 sin(2𝜋𝑈2)

이면 𝑍1, 𝑍2는 독립인 𝒩(0, 1)이다.

증명. 거꾸로 간다. 𝑍1, 𝑍2가 독립인 표준정규이면 결합밀도는
1
2𝜋
𝑒−(𝑧21+𝑧22)/2이다. 극좌표 (𝑅, Θ)

로 바꾸면 예제 5.2로

𝑓𝑅,Θ(𝑟, 𝜃) =
1
2𝜋𝑒

−𝑟2/2 ⋅ 𝑟 = 1
2𝜋⏟
Θ

⋅ 𝑟𝑒−𝑟2/2⏟⎵⏟⎵⏟
𝑅

, 𝑟 > 0, 0 < 𝜃 < 2𝜋

이므로 인수분해(정리 3.2)로 Θ ∼ U(0, 2𝜋)와 𝑅은 독립이고 𝑃(𝑅 > 𝑟) = 𝑒−𝑟2/2이다. 2회 정리 4.7
로 𝑅은 √−2 log𝑈1로, Θ는 2𝜋𝑈2로 만들 수 있다(1 − 𝑈1 대신 𝑈1을 써도 분포가 같다). 이 둘을

다시 직교좌표로 보내면 (𝑍1, 𝑍2)이고, 변환이 일대일이므로 분포가 같다.
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5.3 합성곱—독립합의밀도

정리 5.5 (합성곱 공식) 𝑋, 𝑌가 독립이고 밀도 𝑓𝑋 , 𝑓𝑌 를 가지면 𝑍 = 𝑋 + 𝑌의 밀도는

𝑓𝑍(𝑧) = ∫
∞

−∞
𝑓𝑋(𝑥) 𝑓𝑌 (𝑧 − 𝑥) 𝑑𝑥.

이산이면 𝑝𝑍(𝑧) = ∑𝑥 𝑝𝑋(𝑥) 𝑝𝑌 (𝑧 − 𝑥).

증명. 전략 보조 변수 𝑊 = 𝑋를 더해 (𝑋, 𝑌) ↦ (𝑊, 𝑍)를 일대일 변환으로 만든다. 야코비안

공식으로 결합밀도를 구하고 𝑊를 적분해 없앤다.

1 𝑊 = 𝑋, 𝑍 = 𝑋 + 𝑌로 둔다. 𝑇(𝑥, 𝑦) = (𝑥, 𝑥 + 𝑦)는 ℝ2에서 ℝ2로 가는 일대일 변환이다.

보조변수

2 역변환은 𝑥 = 𝑤, 𝑦 = 𝑧 − 𝑤이고 야코비안 행렬식은 det( 1 0
−1 1 ) = 1이다. 역변환 [T7]

3 𝑓𝑊,𝑍(𝑤, 𝑧) = 𝑓𝑋,𝑌 (𝑤, 𝑧 − 𝑤) ⋅ 1 = 𝑓𝑋(𝑤) 𝑓𝑌 (𝑧 − 𝑤)이다. 정리 5.1, 3.2

4 𝑤를 적분해 없애면 𝑓𝑍(𝑧) = ∫𝑓𝑋(𝑤) 𝑓𝑌 (𝑧 − 𝑤) 𝑑𝑤이다. 정리 1.6

5 이산이면 {𝑍 = 𝑧} = ⋃𝑥{𝑋 = 𝑥, 𝑌 = 𝑧 − 𝑥}는 서로소인 합집합이므로 𝑝𝑍(𝑧) =
∑𝑥 𝑝𝑋(𝑥) 𝑝𝑌 (𝑧 − 𝑥)이다. (P3), 독립

2회 예제 3.8의 np.convolve가 이산 공식이다. 이름은 다항식 곱셈에서 왔다. 확률생성함수의

곱의 계수가 합성곱이다.

0.0 0.5 1.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

(U1, U2)

−4 −2 0 2 4
−4

−2

0

2

4
(Z1, Z2)

−2.5 0.0 2.5
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

Z1 vs ϕ

그림 5.2 Box–Muller.정사각형의 균등한 점 (𝑈1, 𝑈2)(왼쪽)가 반지름 √−2 log𝑈1, 각 2𝜋𝑈2의 점(가운데)

으로 가면 두 좌표가 독립인 표준정규다(오른쪽, 점선은 𝜙).
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예제 5.6 (균등분포의 합 — Simpson의 삼각형) 𝑋, 𝑌 iid∼ U(0, 1)이면 𝑓𝑋(𝑥)𝑓𝑌 (𝑧 − 𝑥) = 1인
것은 0 < 𝑥 < 1이고 0 < 𝑧 − 𝑥 < 1일 때뿐이므로

𝑓𝑍(𝑧) = ∫𝟏{max(0, 𝑧 − 1) < 𝑥 < min(1, 𝑧)} 𝑑𝑥 = {
𝑧, 0 < 𝑧 ≤ 1,

2 − 𝑧, 1 < 𝑧 < 2.

삼각형 분포다. Simpson(1757)이 관측 오차의 모형으로 쓴 것이 이 삼각형이다. 셋을 더하면

2차 다항식 조각으로 이어진 종 모양이 되고, 더할수록 정규분포를 닮아 간다(그림 5.3, 7회
중심극한정리).

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
̄Xn

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

de
ns

ity

sums of uniforms (convolution): triangle, then bell (dotted: normal)

mean of n = 1
mean of n = 2
mean of n = 3
mean of n = 6

그림 5.3 독립인 U(0, 1) 𝑛개의 합의 밀도(합성곱을 수치로 되풀이). 같은 평균과 분산의 정규 밀도(점선)

에 빠르게 다가간다.
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예제 5.7 (지수분포의합) 𝑋, 𝑌 iid∼ Exp(𝜆)이면 𝑧 > 0에서

𝑓𝑍(𝑧) = ∫
𝑧

0
𝜆𝑒−𝜆𝑥 𝜆𝑒−𝜆(𝑧−𝑥) 𝑑𝑥 = 𝜆2𝑧𝑒−𝜆𝑧.

두 번째 사건을 기다리는 시간의 분포다. 𝑛개를 더하면
𝜆𝑛𝑧𝑛−1

(𝑛−1)!
𝑒−𝜆𝑧이고(연습 5.3), 4회에서

이것을 감마분포라 부른다.mgf로도 확인된다. ( 𝜆
𝜆−𝑡

)𝑛이 그mgf이기 때문이다(정리 3.4(d)).

5.4 비, 그리고다시 Cauchy

정리 5.8 (정규의 비는 Cauchy) 𝑍1, 𝑍2
iid∼ 𝒩(0, 1)이면 𝐶 = 𝑍1/𝑍2는 Cauchy 분포 𝑓(𝑐) =

1
𝜋(1+𝑐2)

를 따른다.

증명. 전략 보조 변수𝑊 = 𝑍2를 더해 합성곱 공식(정리 5.5)과 같은 순서로 계산한다. 야코비안이

|𝑤|이어서 𝑤에 대한 적분에 원시함수가 생긴다. 단계별 증명은 연습 5.7(유도형)에서 직접 쓴다.

완성된 증명은 부록 A의 풀이 54쪽에 있다.

2회 예제 1.8에서 기댓값이 없던 Cauchy분포가 정규분포 두 개의 비로 나타났다. 분모가 0근처에

갈 확률이 작지 않아서 비가 자주 크게 튄다. 측정한 두 양의 비율(효과 크기의 비, 신호 대 잡음)

이 꼬리가 무거운 이유가 여기 있다.

5.5 선형변환

따름정리 5.9 (선형변환의밀도) 𝐘 = 𝐴𝐗 + 𝐛이고 𝐴가 가역인 𝑛 × 𝑛 행렬이면

𝑓𝐘(𝐲) =
1

| det 𝐴| 𝑓𝐗(𝐴
−1(𝐲 − 𝐛)).

증명. 역변환 𝐻(𝐲) = 𝐴−1(𝐲 − 𝐛)의 야코비안 행렬은 𝐴−1이고 det 𝐴−1 = 1/ det 𝐴이다.

이것이 5회의 다변량 정규분포의 밀도를 유도하는 데 쓰이는 공식이다. 독립인 표준정규 𝐙에서

𝐗 = 𝐿𝐙 + 𝝁로 만들면 밀도에 1/| det 𝐿|이 붙는다.
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연습문제

연습 5.1 (극좌표의 반대 방향 ★) (𝑅, Θ)의 결합밀도가 𝑟𝑒−𝑟2/2/(2𝜋)이면 (𝑅 cosΘ, 𝑅 sinΘ)가
독립인 표준정규임을 정리 5.1으로 직접 보여라. 풀이 53쪽

연습 5.2 (곱과몫★★) 𝑋, 𝑌 iid∼ U(0, 1)일 때 𝑉 = 𝑋𝑌의 밀도가 − log 𝑣 (0 < 𝑣 < 1)임을 보조

변수 𝑊 = 𝑋로 보여라. 풀이 53쪽

연습 5.3 (감마의 합 ★★) 예제 5.7을 귀납법으로 넓혀 𝑛개의 독립인 Exp(𝜆)의 합의 밀도가
𝜆𝑛𝑧𝑛−1

(𝑛−1)!
𝑒−𝜆𝑧임을 보여라. 풀이 53쪽

연습 5.4 (Cauchy의평균★★★) 𝐶1, 𝐶2가 독립인 Cauchy이면
1
2
(𝐶1+𝐶2)도 Cauchy임을 합

성곱으로 보여라. (힌트:
1

(1+𝑥2)(1+(𝑧−𝑥)2)
를 부분분수로 나누거나, 결과 𝑓𝐶1+𝐶2(𝑧) =

2
𝜋(4+𝑧2)

를 확인한다.) 평균을 내도 분포가 좁아지지 않는다. 풀이 53쪽

연습 5.5 (균등 셋의합★★) U(0, 1) 세 개의 합의 밀도를 합성곱으로 구하라. 0 < 𝑧 < 1에서
𝑧2

2
, 1 ≤ 𝑧 < 2에서

−2𝑧2+6𝑧−3
2

, 2 ≤ 𝑧 < 3에서
(3−𝑧)2

2
이다. 풀이 53쪽

연습 5.6 (극좌표에서거리★) Box–Muller의 증명에서 𝑅2의 분포를 구하라. 그것은 평균이 2
인 지수분포다. (4회에서 이것이 자유도 2인 𝜒2 분포임을 본다.) 풀이 54쪽

연습 5.7 (정규의 비증명★★ 유도형) 정리 5.8를 다음 순서로 증명하라.

(a) 𝑆 = {(𝑧1, 𝑧2) ∶ 𝑧2 ≠ 0}로 두면 𝑃((𝑍1, 𝑍2) ∈ 𝑆) = 1이다. 𝑇(𝑧1, 𝑧2) = (𝑧1/𝑧2, 𝑧2)가 𝑆에서

일대일임을 보이고 역변환과 그 야코비안 행렬식을 구하라.

(b) 정리 5.1으로 (𝐶,𝑊)의 결합밀도를 써라. 절댓값 |𝑤|는 어디서 오는가?

(c) 𝑤에 대해 적분해 𝑓𝐶(𝑐) =
1

𝜋(1+𝑐2)
을 얻어라. (힌트: 적분할 함수가 𝑤에 대해 짝함수이

므로 2∫∞
0 로 쓰고, 𝑢 = 1

2
(1 + 𝑐2)𝑤2으로 치환한다.)

(d) ∫∞
−∞

𝑑𝑐
𝜋(1+𝑐2)

= 1을 확인해 (c)가 밀도임을 점검하라.

풀이 54쪽
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6
평균의정확도—√𝑛의법칙

이제 여는 질문에 답할 도구가 모두 있다. 이 절은 확률벡터의 평균과 공분산행렬로 선형결합의

분산을 한 번에 계산하는 공식을 세우고, 그것으로 √𝑛의 법칙을 증명한다. 그다음 역사로 간다.

Simpson이 평균의 이득을 처음 계산한 방법, 그리고 √𝑛을 몰랐던 Pyx 재판이다. 마지막으로

관측들이 서로 닮아 있으면 √𝑛이 어떻게 무너지는지 본다.

6.1 평균벡터와공분산행렬

정의 6.1 (평균벡터와 공분산행렬) 확률벡터 𝐗 = (𝑋1,… , 𝑋𝑛)′의 성분이 모두 유한한 분산을

가질 때

𝝁 = 𝐸𝐗 = (𝐸𝑋1,… , 𝐸𝑋𝑛)′, Σ = Cov𝐗 = 𝐸[(𝐗 − 𝝁)(𝐗 − 𝝁)′], Σ𝑖𝑗 = Cov(𝑋𝑖, 𝑋𝑗)

를 평균벡터와 공분산행렬이라 한다. 확률행렬의 기댓값은 성분마다 취한다.
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정리 6.2 (선형변환의평균과공분산) 𝐴가 𝑚× 𝑛 상수 행렬, 𝐛가 상수 벡터이면

𝐸(𝐴𝐗 + 𝐛) = 𝐴𝝁 + 𝐛, Cov(𝐴𝐗 + 𝐛) = 𝐴Σ𝐴′.

특히 Var(𝐚′𝐗) = 𝐚′Σ𝐚 ≥ 0이므로 공분산행렬은 대칭이고 양의 준정부호다.

증명. 전략 행렬 곱을 성분으로 풀어 쓰고, 성분마다 기댓값의 선형성(따름정리 1.9)을 쓴다. 단

계별 증명은 연습 6.7(유도형)에서 직접 쓴다. 완성된 증명은 부록 A의 풀이 55쪽에 있다.

정리 4.2(c)를 행렬로 쓴 것이다. 5회의 다변량 정규분포 전체가 이 한 줄 위에 선다.

6.2 √𝑛의법칙

정리 6.3 (표본평균의 분산) 𝑋1,… , 𝑋𝑛의 평균이 모두 𝜇, 분산이 모두 𝜎2이고 쌍마다 상관이

없으면

𝐸 ̄𝑋 = 𝜇, Var ̄𝑋 = 𝜎2
𝑛 , 𝜎𝑋̄ = 𝜎

√𝑛
.

증명. ̄𝑋 = 𝐚′𝐗, 𝐚 = 1
𝑛
𝟏이고 Σ = 𝜎2𝐼이므로 정리 6.2로 Var ̄𝑋 = 1

𝑛2
𝟏′(𝜎2𝐼)𝟏 = 𝜎2

𝑛
.

독립이면 상관이 없으므로(정리 4.2(d)) iid표본에서 언제나 성립한다. 정확도를 두 배로 하려면

관측을 네 배로 해야 한다. 𝜎/√𝑛을 평균의 표준오차라 한다. 6회에서 𝜎를 모를 때 이것을 추정하는

법을 배운다.

6.3 Simpson의계산 (1755, 1757)

역사 수학자 Thomas Simpson은 1755년 왕립학회 회장 Macclesfield 백작에게 보낸 편지 “실용 천

문학에서 여러 관측의 평균을 취하는 이점에 대하여”에서, 관측 오차가 몇 개의 정수 값을 정해진

확률로 갖는다고 놓고 여섯 관측의 평균의 오차 분포를 계산했다. 계산 도구는 de Moivre의 생성함수,

곧 합성곱이었다(2회 예제 3.8). 1757년판에서는 오차의 확률이 0에서 멀어질수록 일정하게 줄어드는

삼각형 모형을 썼고, 그 연속판으로 예제 5.6의 삼각형 분포를 처음 다뤘다. 오차를 확률변수로 본 첫

계산이었다.
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예제 6.4 (삼각형 오차, 여섯 번의 평균) 오차 𝐸가 −5,… , 5(초)의 정수 값을 확률
6−|𝑒|
36

로 갖

는다고 하자(1757년의 모형). 한 번 관측의 오차가 1초 이내일 확률은
5+6+5
36

≈ 0.444이다.

독립인 여섯 오차의 합의 분포는 합성곱을 다섯 번 하면 나오고(정리 5.5), 평균의 오차가 1
초 이내일 확률, 곧 합이 −6과 6 사이일 확률은

𝑃(| ̄𝐸6| ≤ 1) ≈ 0.725

이다. 2초 이내라면 한 번은
24
36

≈ 0.667, 평균은 약 0.967이다. Var 𝐸 = 35
6

이므로 평균의

표준편차는 정리 6.3로√35/36 ≈ 0.99초로, 한 번의 2.42초의 1/√6이다. Simpson의 결론은

“평균을 취하면 오차가 작을 확률이 크게 늘어난다”였다(그림 6.1).

6.4 Pyx 재판— 𝑛과√𝑛

역사 영국 왕립 조폐국은 늦어도 13세기부터 “Pyx재판”을 열었다. 일정 기간 만든 금화 가운데 일부를

상자(pyx)에 모아 두었다가, 독립적인 배심원 앞에서 무게와 순도를 검사했다. 조폐국장은 계약으로

정해진 허용오차(remedy) 안에 들면 무사했다. 문제는 그 허용오차의 크기였다. 금화 한 개의 허용오

차를 𝑅이라 할 때, 𝑛개를 함께 잰 총무게의 허용오차는 𝑛𝑅로 정해졌다. Stigler(1977)는 이것이 수백

년 동안 √𝑛이 아니라 𝑛에 비례했음을 지적했다.

1848년 재판의 기록(HistData Pyx)은 금화 10,000개 하나하나를 표준 무게와 비교해 여덟 구간

으로 분류했다. 한 개의 허용오차는 𝑅 = 0.25625 그레인이다. 구간 자료에 정규분포를 맞추면

동전 하나의 표준편차는 약 𝜎 ≈ 0.13 그레인, 곧 𝑅 ≈ 2𝜎이다(노트북). 금화 10,000개 가운데 ±𝑅
을 벗어난 것은 4.5%였다.

−4 −2 0 2 4

error (seconds)

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

pr
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ilit

y 
(r
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ht

: ×
6)

one observation: P(|error| ≤ 1) = 0.444

−4 −2 0 2 4

error of the mean (seconds)

mean of six: P(|error| ≤ 1) = 0.725

그림 6.1 Simpson(1757)의 삼각형 오차 모형. 한 번 관측의 오차 분포(왼쪽)와 여섯 번 평균의 오차 분포

(오른쪽, 합성곱 다섯 번). 빨간 막대가 1초 이내다.

34



수리통계학 3회 · 왜 평균을내는가 6 평균의정확도— √𝑛의법칙

이제 조폐국장이 동전마다 𝛿씩 가볍게 만든다고 하자. 총무게의 편차는 평균 −𝑛𝛿, 표준편차 𝜎√𝑛
이다(정리 6.3). 허용오차가 𝑛𝑅이면 검사를 통과하려면 대략 𝑛𝛿 + 3𝜎√𝑛 < 𝑛𝑅, 곧

𝛿 < 𝑅 − 3𝜎
√𝑛

이면 충분하다. 𝑛 = 1,000이면 오른쪽은 0.256 − 0.012 ≈ 0.244그레인이다. 동전마다 허용오차의

95%를 깎아도 거의 확실히 통과한다.

허용오차가 √𝑛에 비례해 3𝜎√𝑛이었다면 어떨까? 통과 조건 |−𝑛𝛿 + 𝜎√𝑛𝑍| ≤ 3𝜎√𝑛은 |𝑍 −
√𝑛𝛿/𝜎| ≤ 3과 같으므로, 통과 확률이 절반을 넘으려면 대략 𝛿 ≤ 3𝜎/√𝑛 ≈ 0.012그레인이어야

한다. 깎을 수 있는 양이 20분의 1로 준다. 𝑛에 비례하는 허용오차는 동전 하나의 기준을 𝑛개에

그대로 늘린 것이지만, 무작위 오차는 서로 상쇄되어 √𝑛으로만 자란다. 상쇄되지 않는 것은

체계적인 𝛿뿐이다(그림 6.2).

이 틈이 실제로 이용되었는지에 대해 Stigler는 조심스럽다. 1699년부터 1727년까지 조폐국장

이었던 Isaac Newton도 이 제도 아래에서 일했다. 분명한 것은, de Moivre(1733)가 이항분포의

흩어짐이√𝑛에 비례함을 보인 뒤에도 이 사실이 검사 제도에 들어가기까지 오랜 시간이 걸렸다는

것이다.
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그림 6.2 왼쪽: 1848년 Pyx재판의 금화 10,000개의 무게 편차(구간 자료)와 맞춘 정규 밀도. 오른쪽:

동전마다 𝛿씩 가볍게 만들 때 𝑛 = 1,000개 총무게가 검사를 통과할 확률. 허용오차가 𝑛𝑅이면(파랑) 𝛿가

𝑅 가까이 가도 통과하고, 3𝜎√𝑛이면(빨강) 조금만 깎아도 걸린다.
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6.5 상관된관측—유효표본크기

정리 6.3은 “상관이 없으면”을 요구한다. 같은 날, 같은 기계, 같은 관측자로 잰 값들은 서로 닮

는다.

정리 6.5 (같은 상관을갖는관측의평균) Var𝑋𝑖 = 𝜎2이고 𝑖 ≠ 𝑗이면 Corr(𝑋𝑖, 𝑋𝑗) = 𝜌일 때

Var ̄𝑋 = 𝜎2
𝑛 (1 + (𝑛 − 1)𝜌) = 𝜎2(𝜌 + 1 − 𝜌

𝑛 ) ⟶ 𝜌𝜎2 (𝑛 → ∞).

증명. 정리 4.2(c)로 Var∑𝑋𝑖 = 𝑛𝜎2 + 𝑛(𝑛 − 1)𝜌𝜎2이고 𝑛2으로 나눈다.

𝜌 > 0이면 관측을 아무리 늘려도 평균의 분산은 𝜌𝜎2 아래로 내려가지 않는다. 같은 분산을 독립인

관측으로 얻으려면 몇 개가 필요한가? 𝜎2/𝑛eff = Var ̄𝑋를 풀면

𝑛eff =
𝑛

1 + (𝑛 − 1)𝜌 ⟶ 1
𝜌.

𝜌 = 0.1이면 1,000개의 관측이 독립인 관측 10개만큼의 정보밖에 담지 못한다.

예제 6.6 (이웃끼리 닮은 관측 — AR(1)) 시간 순서대로 잰 관측에서는 가까운 관측일수록

닮는다. Corr(𝑋𝑖, 𝑋𝑗) = 𝜌|𝑖−𝑗| (0 < 𝜌 < 1)이면(AR(1) 모형, 2회 7.4절) 정리 4.2(c)로

Var ̄𝑋 = 𝜎2
𝑛2 (𝑛 + 2

𝑛−1
∑
𝑘=1

(𝑛 − 𝑘)𝜌𝑘) ≈ 𝜎2
𝑛 ⋅ 1 + 𝜌

1 − 𝜌 (𝑛이 클 때)

이다(연습 6.5). 𝜌 = 0.9이면 분산이 19배, 표준오차가 4.4배 커지고, 𝑛eff ≈ 𝑛/19이다. 2회
7.4절의 시뮬레이션에서 본 4.36배가 √19이다.MCMC(16회)의 표본이 서로 상관되어 있어

“유효 표본 크기”를 따로 보고하는 이유다.

연습문제

연습 6.1 (공분산행렬 ★) 𝑋1, 𝑋2, 𝑋3이 독립이고 분산이 1일 때 𝐘 = (𝑋1 + 𝑋2, 𝑋2 + 𝑋3)′의
공분산행렬을 정리 6.2로 구하고, 두 성분의 상관계수를 구하라. 풀이 54쪽

연습 6.2 (양의 준정부호 ★★) Σ = ( 1 𝜌
𝜌 1 )이 공분산행렬이 될 수 있는 𝜌의 범위를 𝐚′Σ𝐚 ≥ 0

에서 구하라. 3 × 3에서 모든 비대각 성분이 𝜌일 때의 범위는 − 1
2
≤ 𝜌 ≤ 1임을 보여라. 풀이

54쪽

연습 6.3 (Simpson의 1755년모형★) 오차가 −5,… , 5의 정수를 같은 확률로 가지면 한 번의

오차가 1초 이내일 확률과 여섯 번 평균의 오차가 1초 이내일 확률은 얼마인가? 노트북의

합성곱으로 구하라. 풀이 54쪽
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그림 6.3 왼쪽: 같은 상관 𝜌를 갖는 관측의 평균의 분산(정리 6.5). 𝜌 > 0이면 𝜌𝜎2에서 바닥에 닿는다.

오른쪽: 유효 표본 크기 𝑛eff는 1/𝜌을 넘지 못한다.

연습 6.4 (Pyx 재판의이득★★) 𝜎 = 0.13, 𝑅 = 0.25625, 𝑛 = 1,000이다. 허용오차 𝑛𝑅 아래에

서 통과 확률이 0.99이상인 가장 큰 𝛿를 정규근사로 구하라. 1년에 금화 100만 개를 만든다면

조폐국장이 남길 수 있는 금은 몇 그레인인가? 풀이 54쪽

연습 6.5 (AR(1)의 분산★★) 예제 6.6의 식을 유도하고, 𝑛Var ̄𝑋/𝜎2 → 1+𝜌
1−𝜌

임을 보여라. (힌

트: ∑𝑘≥1 𝜌𝑘 =
𝜌

1−𝜌
와

1
𝑛
∑𝑘 𝑘𝜌𝑘 → 0.) 풀이 55쪽

연습 6.6 (음의 상관 ★★) 𝑈 ∼ U(0, 1)로 ∫1
0 𝑔를 추정할 때

1
2
(𝑔(𝑈) + 𝑔(1 − 𝑈))를 쓰는 것

을 대조변량법(antithetic variates)이라 한다. 𝑔가 단조이면 Cov(𝑔(𝑈), 𝑔(1 − 𝑈)) ≤ 0임을

받아들이고, 이 추정량의 분산이 독립인 두 균등 난수를 쓴 것보다 작거나 같음을 보여라.

𝑔(𝑥) = 𝑒𝑥에서 두 분산을 계산하라. 풀이 55쪽

연습 6.7 (선형변환의평균과공분산증명★ 유도형) 정리 6.2를 다음 순서로 증명하라.

(a) (𝐴𝐗 + 𝐛)𝑖 = ∑𝑗 𝐴𝑖𝑗𝑋𝑗 + 𝑏𝑖에 선형성을 써서 𝐸(𝐴𝐗 + 𝐛) = 𝐴𝝁 + 𝐛를 보여라.

(b) 𝐴𝐗 + 𝐛 − 𝐸(𝐴𝐗 + 𝐛) = 𝐴(𝐗 − 𝝁)를 확인하라.

(c) 행렬 𝐴(𝐗 − 𝝁)(𝐗 − 𝝁)′𝐴′의 (𝑖, 𝑘) 성분이 ∑𝑗∑𝑙 𝐴𝑖𝑗(𝑋𝑗 − 𝜇𝑗)(𝑋𝑙 − 𝜇𝑙)𝐴𝑘𝑙임을 보이고,

기댓값을 취해 (𝐴Σ𝐴′)𝑖𝑘를 얻어라.

(d) 𝐴 = 𝐚′로 두어 Var(𝐚′𝐗) = 𝐚′Σ𝐚 ≥ 0을 얻고, Σ가 대칭인 이유를 말하라.

풀이 55쪽
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7
부숴보기—평균이통하지않을때

7.1 확률 0인사건에조건을걸면— Borel의 역설

1회 7.3절은 연속 확률변수에서 𝑃(𝑋 = 𝑥) = 0이어서 “𝑋 = 𝑥일 때”를 1회 정의 5.1로 말할 수

없다고 했다. 정의 2.2는 밀도의 비로 이 문제를 피했다. 그러나 그 정의에는 대가가 있다. 어떤

변수로조건을 거느냐에 따라, 같은 확률 0인 사건에 대한 조건부분포가 달라질 수 있다.
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|Φ| < 𝜀: 폭이 일정한띠

적도에조건⇒경도는균등

|Λ| < 𝜀: 극으로 갈수록좁은쐐기

자오선에조건⇒위도밀도 1
2
cos 𝜑

그림 7.1 Borel의 역설. 적도 근처의 띠 {|Φ| < 𝜀}(왼쪽)는 폭이 일정하지만, 자오선 근처의 쐐기

{|Λ| < 𝜀}(오른쪽)는 극으로 갈수록 좁아진다. 두 극한이 서로 다른 조건부분포를 준다.

예제 7.1 (구 위의점과대원 (Borel 1909, Kolmogorov 1933)) 구면 위에 고르게 퍼진 점을 경

도 Λ ∈ (−𝜋, 𝜋]와 위도 Φ ∈ (−𝜋
2
, 𝜋
2
)로 나타내자. 넓이 요소가 cos 𝜑 𝑑𝜆 𝑑𝜑이므로(극좌표의

구면판) 결합밀도는

𝑓(𝜆, 𝜑) = cos 𝜑
4𝜋 ,

인수분해로 Λ ∼ U(−𝜋, 𝜋)와 Φ(밀도
1
2
cos 𝜑)는 독립이다.

적도에 조건을 걸면. Φ = 0일 때 Λ의 조건부 밀도는 𝑓(𝜆, 0)/𝑓Φ(0) =
1
2𝜋

, 곧 적도 위에서

균등하다. 대칭으로 보아 당연하다.

자오선에조건을걸면. Λ = 0(그리고 반대편 Λ = 𝜋)일 때 Φ의 조건부 밀도는 𝑓(0, 𝜑)/𝑓Λ(0) =
1
2
cos 𝜑, 곧 자오선이라는 대원 위에서 균등하지않다. 극 근처보다 적도 근처에 몰린다.

그런데 적도와 자오선은 회전으로 겹치는 같은 종류의 대원이다. “점이 이 대원 위에 있다는

조건에서의 분포”는 하나여야 할 것 같은데 답이 둘이다.

해결은 2.1절의 극한에 있다. 조건부 밀도는 “확률이 양수인 근처의 사건”에 조건을 걸고 극한을

취한 것이었다. Φ = 0의 근처는 폭이 일정한 띠지만, Λ = 0의 근처는 극으로 갈수록 좁아지는

쐐기다(그림 7.1). 쐐기에는 적도 근처의 점이 더 많이 들어가므로 극한도 그쪽으로 기운다. 확률

0인 사건에 대한 조건부분포는 그 사건 하나로 정해지지 않고, 그 사건을 어떤 확률변수의 값으로

보느냐로 정해진다. Kolmogorov(1933)는 이 역설을 근거로 조건부기댓값을 “사건”이 아니라

“확률변수”(σ-대수)에 대해 정의했다. 이 과정에서는 늘 “어떤 변수의 값으로 조건을 거는지”를

밝힌다.
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7.2 상관이 0이어도

정리 6.3은 상관만 없으면 되었다. 그러나 상관이 없는 것과 독립인 것은 다르다(예제 4.7). 평균의

분산은 상관만 보지만, 평균의 분포는 그렇지 않다. 𝑋 ∼ U(−1, 1)로 𝑋1 = 𝑋, 𝑋2 = 𝑋2 − 1
3
을 만들

면 둘은 상관이 없고 Var(𝑋1 + 𝑋2) = Var 𝑋1 + Var𝑋2이다. 그러나 𝑋1을 알면 𝑋2가 정해지므로

mgf가 곱이 되지 않고(정리 3.4(d)는 독립을 요구한다), 7회의 중심극한정리도 상관이 없다는

것만으로는 성립하지 않는다.

7.3 평균으로줄지않는오차—Michelson과 Cavendish

√𝑛의 법칙은 오차의 흩어짐을 줄인다. 오차의 평균, 곧 측정 방법 자체의 치우침(편향)은 줄이지

못한다. 𝑋𝑖 = 𝜃 + 𝑏 + 𝜀𝑖이면 ̄𝑋 → 𝜃 + 𝑏이다.

예제 7.2 (빛의 속도와지구의밀도)

Michelson (1879). Albert Michelson은 1879년 6–7월 Annapolis에서 공기 중의 빛의 속

도를 100번 쟀다(HistData Michelson, km/s에서 299,000을 뺀 값). 평균은 852.4, 표준편차

79.0이므로 평균의 표준오차는 7.9이다. 오늘의 값을 같은 척도로 옮긴 “참값”은 734.5이다

(Stigler 1977). 평균은 참값에서 표준오차의 15배 떨어져 있다. 100번의 평균이 우연히 이렇

게 빗나갈 수는 없다. 측정에 체계적 오차가 있었다.

Cavendish (1798). Henry Cavendish는 비틀림 저울로 지구의 평균 밀도를 29번 쟀다

(HistData Cavendish, 오기 하나를 바로잡은 density2). 평균은 5.482, 표준오차는 0.038
이고 오늘의 값 5.513과의 차이는 표준오차의 0.8배다. 이쪽은 편향의 증거가 없다.

두 실험 모두 관측을 늘리면 표준오차는 줄었을 것이다. 그러나 Michelson의 평균은 아무리

관측을 늘려도 734.5로 가지 않는다. 표준오차는 “같은 방법으로 다시 재면 얼마나 달라질까”

를 말할 뿐, “참값에서 얼마나 먼가”를 말하지 않는다.

7.4 평균을내도좁아지지않는다—Cauchy

정리 5.8의 Cauchy분포에는 분산이 없으므로 정리 6.3을 쓸 수 없다. 실제로 두 Cauchy의 평균은

다시 같은 Cauchy다(연습 5.4). 측정 오차가 “두 정규 잡음의 비”처럼 생긴 장치라면, 평균을 내는

것은 아무 소용이 없다. 이럴 때 쓸 수 있는 것은 중앙값이다(15회).
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그림 7.2 Michelson(왼쪽)과 Cavendish(오른쪽)의 측정값, 평균 ±2 표준오차(파랑), 오늘의 값(빨간

점선). 표준오차는 흩어짐만 잰다.

연습문제

연습 7.1 (위도의 분포★) 예제 7.1에서 Φ의 주변 밀도가
1
2
cos 𝜑임을 보이고, 1회 연습 3.3의

“넓이에 고르게”의 답 𝑃(Φ ≥ 60∘) = 1−√3/2
2

을 다시 구하라. 풀이 55쪽

연습 7.2 (같은직선,다른조건★★) 𝑋, 𝑌 iid∼ 𝒩(0, 1)일 때, 사건 {𝑋 = 𝑌}에 대해 (a) 𝐷 = 𝑋−𝑌
로 보고 𝐷 = 0에 조건을 건 𝑋의 조건부분포, (b) 𝑄 = 𝑌/𝑋로 보고 𝑄 = 1에 조건을 건 𝑋
의 조건부 밀도를 구하라. (a)는 𝒩(0, 1

2
), (b)는 밀도가 |𝑥|𝑒−𝑥2 이다. 같은 직선 {𝑋 = 𝑌}에서

답이 다르다. 풀이 55쪽

연습 7.3 (편향과 분산★) 𝑋𝑖 = 𝜃 + 𝑏 + 𝜀𝑖, 𝜀𝑖 iid 평균 0 분산 𝜎2일 때 𝐸( ̄𝑋 − 𝜃)2 = 𝑏2 + 𝜎2/𝑛
임을 보여라. Michelson의 자료에서 𝑏와 𝜎/√𝑛의 크기를 비교하라. 풀이 55쪽

연습 7.4 (Michelson의다섯묶음★★) Stigler는Michelson의 100개를 시간 순서대로 20개씩

다섯 묶음으로 나눴다(MichelsonSets). 묶음 평균의 표준편차를 계산하고, 관측이 독립이

라면 기대되는 79/√20 ≈ 17.7과 비교하라. 노트북으로 계산하고 무엇을 결론지을 수 있는지

말하라. 풀이 56쪽
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8
Beautiful insights—같은계산, 오늘의문제

8.1 신경망의초기화—분산을지키기

신경망의 한 층은 입력 𝑥1,… , 𝑥𝑛에 가중치를 곱해 더한다: 𝑠 = ∑𝑛
𝑗=1𝑤𝑗𝑥𝑗. 처음에 가중치를

무작위로 뽑는다. 𝑤𝑗들이 서로 독립이고 입력과도 독립이며 평균 0,분산 𝜎2𝑤이고, 입력이 평균 0,
분산 𝑣라 하자. 그러면 정리 3.4와 𝐸(𝑤𝑗𝑥𝑗) = 0으로

Var 𝑠 =
𝑛
∑
𝑗=1

Var(𝑤𝑗𝑥𝑗) =
𝑛
∑
𝑗=1

𝐸𝑤2
𝑗 𝐸𝑥2𝑗 = 𝑛𝜎2𝑤 𝑣.

층을 지날 때마다 분산이 𝑛𝜎2𝑤배가 된다. 층이 50개이면 (𝑛𝜎2𝑤)50배다. 1보다 조금만 커도 폭발

하고 조금만 작아도 사라진다. 그래서 𝜎2𝑤 = 1
𝑛
으로 놓는다(LeCun 1998, Glorot–Bengio 2010).

활성화 함수가 ReLUmax(0, 𝑠)이면 대칭인 𝑠에 대해 𝐸max(0, 𝑠)2 = 1
2
𝐸𝑠2이므로 절반을 잃는다.

그것을 메우는 𝜎2𝑤 = 2
𝑛
이 He초기화(2015)다. 2회의 선형성과 3회의 독립합의 분산만으로 얻은

처방이다.

8.2 재매개화— Box–Muller의 생각

정리 5.4의 핵심은 “복잡한 분포의 난수를 고정된 단순한 난수의 함수로 쓴다”는 것이다. 정규분

포 𝒩(𝜇, 𝜎2)의 난수는 𝜇 + 𝜎𝑍, 𝑍 ∼ 𝒩(0, 1)이다(2회 예제 4.5). 변분 오토인코더(VAE, Kingma–
Welling 2014)는 이것을 재매개화 기법이라 부른다. 𝐸𝑋∼𝒩(𝜇,𝜎2)[𝑔(𝑋)] = 𝐸𝑍[𝑔(𝜇 + 𝜎𝑍)]이므로,

모수 𝜇, 𝜎에 대한 기울기를 기댓값 안으로 넣어 𝑍의 표본으로 추정할 수 있다. 분포가 모수에 달려

있던 문제가, 함수가 모수에 달린 문제로 바뀐다.

같은 생각을 끝까지 밀면 정규화 흐름(normalizing flow)이 된다. 단순한 𝐙에 학습 가능한 일대일

변환 𝑇𝜃를 여러 번 걸어 𝐗 = 𝑇𝜃(𝐙)를 만들면, 정리 5.1으로

log 𝑓𝐗(𝐱) = log 𝑓𝐙(𝑇−1𝜃 (𝐱)) + log||det 𝐽𝑇−1
𝜃
(𝐱)||.

변환을 야코비안 행렬식이 쉽게 계산되는 꼴(삼각행렬 등)로 설계하면, 데이터의 정확한 가능도를

계산하며 학습할 수 있다(9회).
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8.3 앙상블—상관을줄이는것이이득이다

𝐵개의 모형의 예측을 평균한다. 각 예측의 분산이 𝜎2이고 두 모형의 예측 사이의 상관이 𝜌이면

정리 6.5로

Var( 1𝐵
𝐵
∑
𝑏=1

̂𝑓𝑏) = 𝜌𝜎2 + 1 − 𝜌
𝐵 𝜎2.

모형을 늘리면 둘째 항은 사라지지만 첫째 항 𝜌𝜎2는 남는다. 같은 자료로 학습한 모형들은 서로

닮아서 𝜌가 크다. Breiman의 랜덤 포레스트(2001)는 나무마다 부트스트랩 표본(15회)을 쓰고

분기마다 변수의 일부만 보게 해서 나무들 사이의 상관 𝜌를 낮춘다. 나무 하나는 조금 나빠지지만

(σ²가 커진다), 평균의 분산은 줄어든다. Simpson이 관측을 평균하며 기대한 이득과, 유효 표본

크기가 말한 한계가 같은 식 안에 있다.

8.4 조건부기댓값으로서의학습

정리 2.8는 제곱손실을 쓰는 모든 회귀 모형이 결국 𝐸(𝑌 ∣ 𝑋 = 𝑥)를 추정한다는 말이다. 분류에서

𝑌가 0과 1이면 𝐸(𝑌 ∣ 𝑋 = 𝑥) = 𝑃(𝑌 = 1 ∣ 𝑋 = 𝑥)이므로, 제곱손실이든 교차 엔트로피(2회 8.2
절)든 잘 학습된 분류기의 출력은 조건부확률이어야 한다. 2회 4.3절의 보정(calibration) 검사가

묻는 것이 바로 이것이다. 그리고 전분산 공식은 “모형이 아무리 좋아도 줄일 수 없는 오차”

𝐸 Var(𝑌 ∣ 𝑋)의 존재를 말한다. 기계학습에서 이것을 “줄일 수 없는 오차” (irreducible error)라
부른다.

100 101 102

number of models B

0.0

0.2

0.4
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va
ria
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e 

/ σ
2

averaging correlated models: ρσ2 + (1 − ρ)σ2/B

ρ = 0.0
ρ = 0.1
ρ = 0.3
ρ = 0.6

그림 8.1 𝐵개 예측의 평균의 분산(단위 𝜎2). 상관 𝜌가 바닥을 정한다. 앙상블의 기술은 𝐵를 늘리는

것보다 𝜌를 줄이는 것이다.
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연습문제

연습 8.1 (ReLU의 절반★) 𝑠의 분포가 0에 대해 대칭이고 𝐸𝑠2 < ∞이면 𝐸max(0, 𝑠)2 = 1
2
𝐸𝑠2

임을 보여라. He초기화의 2는 여기서 온다. 풀이 56쪽

연습 8.2 (재매개화의 기울기 ★★) 𝐿(𝜇) = 𝐸[(𝑋 − 3)2], 𝑋 ∼ 𝒩(𝜇, 1)이다. (a) 𝐿(𝜇) = (𝜇 −
3)2+1임을 보이고 𝐿′(𝜇)를 구하라. (b) 𝑋 = 𝜇+𝑍로 쓰면 𝐿′(𝜇) = 𝐸[2(𝜇+𝑍 −3)]이다. 표본

𝑍1,… , 𝑍𝑛으로 이 기울기를 추정하는 식을 쓰고, 그 분산이
4
𝑛
임을 보여라. 풀이 56쪽

연습 8.3 (앙상블의한계★) 나무 하나의 예측 분산이 𝜎2 = 1, 나무 사이의 상관이 𝜌 = 0.3이다.

나무 100개 평균의 분산은? 상관을 0.1로 낮추는 대신 나무 하나의 분산이 1.5로 커진다면

어느 쪽이 나은가? 풀이 56쪽
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9
정리와역사노트

9.1 한 장요약

내용 증명의핵심

주변분포 𝑓𝑋(𝑥) = ∫𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 Tonelli

선형성 𝐸(𝑎𝑋 + 𝑏𝑌) = 𝑎𝐸𝑋 + 𝑏𝐸𝑌 (연속 포함) 이중적분

조건부밀도 𝑓(𝑦 ∣ 𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝑦)/𝑓𝑋(𝑥) 근처의 사건의 극한

반복기댓값 𝐸 𝐸(𝑌 ∣ 𝑋) = 𝐸𝑌 적분 순서

전분산 Var 𝑌 = 𝐸 Var(𝑌 ∣ 𝑋) + Var 𝐸(𝑌 ∣ 𝑋) 교차항이 0

가장좋은예측 𝐸(𝑌 ∣ 𝑋)가 제곱오차 최소 피타고라스

독립 𝑓 = 𝑓𝑋𝑓𝑌 ⟺ 𝑓 = 𝑔(𝑥)ℎ(𝑦) (곱의 영역) 미분·적분

독립의결과 𝐸[𝑔ℎ] = 𝐸𝑔𝐸ℎ,분산의 합, mgf의 곱 인수분해

공분산 쌍선형, Var∑𝑎𝑖𝑋𝑖 전개 선형성

Cauchy–Schwarz (𝐸𝑋𝑌)2 ≤ 𝐸𝑋2𝐸𝑌 2, |𝜌| ≤ 1 판별식

가장좋은직선 𝑏∗ = 𝜌𝜎𝑌 /𝜎𝑋 ,잔차 분산 𝜎2𝑌 (1 − 𝜌2) 이차식 최소

야코비안 𝑓𝐘 = 𝑓𝐗(𝐻(𝐲))|𝐽𝐻 | 다중적분 치환

가우스적분 ∫ 𝑒−𝑥2/2 = √2𝜋 극좌표

Box–Muller √−2 log𝑈1(cos, sin)(2𝜋𝑈2) 인수분해 +역변환

합성곱 · 비 𝑓𝑋+𝑌 = ∫𝑓𝑋𝑓𝑌 (𝑧 − ⋅),정규/정규 = Cauchy 보조 변수

공분산행렬 Cov(𝐴𝐗 + 𝐛) = 𝐴Σ𝐴′ ⪰ 0 성분마다 선형성

√𝑛법칙 Var ̄𝑋 = 𝜎2/𝑛;상관 𝜌이면 → 𝜌𝜎2 𝟏′Σ𝟏

부숴보기 Borel역설, 상관 0 ≠독립, 편향, Cauchy 조건을 하나씩 뺀다
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9.2 Stigler의 명명법칙

Stigler’s law of eponymy “어떤 과학 법칙도 처음 발견한 사람의 이름을 달고 있지 않다.”

• Cauchy–Schwarz부등식: 합의 형태는 Cauchy(1821), 적분의 형태는 Bunyakovsky(1859)가 먼저

증명했고, Schwarz(1888)는 그 뒤다. 러시아에서는 Cauchy–Bunyakovsky부등식이라 부른다.

• Pearson의 상관계수: 이변량 정규분포의 식은 Bravais(1846)가 먼저 썼고, 상관(co-relation)이라

는 개념과 이름은 Galton(1888)의 것이다. Pearson(1896)은 표본 공식을 정리했다. Pearson자신은

한때 이것을 Bravais의 공으로 돌렸다가 뒤에(1920) 철회했다.

• Simpson의 역설(1회)과 이 회차의 Thomas Simpson은 다른 사람이다. 역설의 이름은 Edward
Simpson(1951)에게서 왔고, 그 현상은 Yule(1903)이 먼저 기술했다.

9.3 7 Pillars 지도

Stigler(2016)의 둘째 기둥은 Information이다. “정보는 관측 수의 제곱근으로만 쌓인다”는 것,

곧 √𝑛의 법칙이다. 첫째 기둥 Aggregation(2회)은 평균이 참값으로 간다고 말했고, 둘째 기둥은

그 속도를 말한다. Stigler는 이 기둥의 첫 증거로 바로 Pyx 재판을 든다. 정보가 𝑛이 아니라 √𝑛
으로 쌓인다는 사실은 제도 설계, 실험 설계, 여론조사의 표본 크기를 정하는 출발점이다. 그리고

7절은 이 기둥의 그늘을 보였다. 관측이 서로 닮으면 정보는 √𝑛보다 느리게 쌓이고, 편향은 전혀

줄지 않는다.

9.4 다음회—셈하는분포와섞인분포 (1711 → 1898)

이번 회차에서 지수분포의 합이 감마분포가 되는 것(예제 5.7)과, 동전을 던지는 횟수가 무작위일

때의 분산(예제 2.7)을 보았다. 4회는 이 둘을 분포의 가족으로 정리한다. 이항분포의 극한으로

서의 Poisson분포(de Moivre 1711, Poisson 1837), 그 대기시간인 감마분포, Bayes의 당구대에서

나온 베타분포, 그리고 여러 집단이 섞인 혼합분포다. 역사의 질문은 Bortkiewicz(1898)의 것이다.

프로이센 기병대에서 말에 차여 죽은 병사의 수는 어떤 분포를 따르는가?
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A
연습문제풀이

각 풀이의 머리에 있는 문제 ○○쪽을 누르면 문제로 돌아간다. 계산 문제의 수치는 노트북에서

같은 계산으로 확인했다. 유도형 연습의 풀이는 본문에서 연습으로 돌린 정리의 완성된 증명이다.

1절

연습 1.1 문제 8쪽

𝐴 = {𝑋 ≤ 𝑏, 𝑌 ≤ 𝑑}에서 {𝑋 ≤ 𝑎}나 {𝑌 ≤ 𝑐}인 부분을 뺀 것이 사각형 사건이다. 𝐵 = {𝑋 ≤
𝑎, 𝑌 ≤ 𝑑}, 𝐶 = {𝑋 ≤ 𝑏, 𝑌 ≤ 𝑐}는 𝐴의 부분집합이고 𝐵 ∩ 𝐶 = {𝑋 ≤ 𝑎, 𝑌 ≤ 𝑐}이므로 포함배제로

𝑃(𝐵∪𝐶) = 𝐹(𝑎, 𝑑)+𝐹(𝑏, 𝑐)−𝐹(𝑎, 𝑐). 따라서 𝑃(𝐴∖(𝐵∪𝐶)) = 𝐹(𝑏, 𝑑)−𝐹(𝑎, 𝑑)−𝐹(𝑏, 𝑐)+𝐹(𝑎, 𝑐).

연습 1.2 문제 8쪽

영역의 넓이가
1
2
이므로 𝑐 = 2. 𝑓𝑋(𝑥) = ∫1

𝑥 2 𝑑𝑦 = 2(1 − 𝑥), 𝑓𝑌 (𝑦) = ∫𝑦
0 2 𝑑𝑥 = 2𝑦. {𝑋 + 𝑌 < 1}

과 영역의 교집합은 0 < 𝑥 < 1
2
, 𝑥 < 𝑦 < 1 − 𝑥이고 넓이가 ∫1/2

0 (1 − 2𝑥)𝑑𝑥 = 1
4
이므로 확률은

2 ⋅ 1
4
= 1

2
.

연습 1.3 문제 8쪽

𝐿 = 𝑙인 결과는 “하나가 𝑙, 다른 하나가 𝑙보다 큼” (순서 2가지씩 6 − 𝑙개)과 (𝑙, 𝑙)이므로 𝑝𝐿(𝑙) =
2(6−𝑙)+1

36
= 13−2𝑙

36
. 𝐸𝐿 = 13⋅21−2⋅91

36
= 91

36
이고 𝐸𝑀 = 161

36
이므로 합은

252
36

= 7. 선형성으로는

𝑀 + 𝐿 = 𝐷1 + 𝐷2이므로 바로 7이다.

연습 1.4 문제 8쪽

𝑃(𝑅 ≤ 𝑟)는 반지름 𝑟인 원의 넓이를 𝜋로 나눈 𝑟2이다. 밀도 2𝑟이므로 𝐸𝑅 = ∫1
0 2𝑟2𝑑𝑟 = 2

3
.

𝐸|𝑋| = 4
𝜋
∫1
0 𝑥√1 − 𝑥2 𝑑𝑥 = 4

𝜋
⋅ 1
3
= 4

3𝜋
≈ 0.424.

연습 1.5 문제 8쪽

𝑋 ∼ Bernoulli( 1
2
)로 (i) 𝑌 = 𝑋, (ii) 𝑌 = 1 − 𝑋로 두면 두 경우 모두 𝑌 ∼ Bernoulli( 1

2
)이지만

결합분포는 (i) 𝑝(0, 0) = 𝑝(1, 1) = 1
2
, (ii) 𝑝(0, 1) = 𝑝(1, 0) = 1

2
이다. 독립인 경우(네 칸 모두

1
4
)
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까지 세 가지가 같은 주변분포를 갖는다.

연습 1.6 문제 8쪽

(a) {𝑋 ≤ 𝑥} = {(𝑋, 𝑌) ∈ 𝐵}이고 𝐵 = {(𝑠, 𝑡) ∶ 𝑠 ≤ 𝑥}는 보통의 집합이므로 정의 1.5의 마

지막 문장으로 𝐹𝑋(𝑥) = ∬𝐵 𝑓(𝑠, 𝑡) 𝑑𝑠 𝑑𝑡이다. (b) 𝑓 ≥ 0이므로 Tonelli 정리로 반복적분의 순

서를 마음대로 바꿀 수 있다(값이 무한대일 수도 있지만 여기서는 1 이하다). 𝑠를 바깥에 두면

𝐹𝑋(𝑥) = ∫𝑥
−∞(∫

∞
−∞ 𝑓(𝑠, 𝑡) 𝑑𝑡)𝑑𝑠이다. (c) 𝑔(𝑠) = ∫𝑓(𝑠, 𝑡) 𝑑𝑡는 음이 아니고, (b)로 모든 𝑥에서

𝐹𝑋(𝑥) = ∫𝑥
−∞ 𝑔이다. 이것이 1회 정의 6.6의 조건이므로 𝑔는 𝑋의 밀도다. 𝑡를 바깥에 두면 같은 방

법으로 𝑓𝑌 (𝑦) = ∫𝑓(𝑠, 𝑦) 𝑑𝑠이다. (d) {𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 ≤ 𝑛}은 𝑛에 대해 증가하고 합집합이 {𝑋 ≤ 𝑥}이므

로 1회 정리 4.7(a)로 𝐹𝑋(𝑥) = lim𝑛 𝐹𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑛)이다. 𝐹𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑛) = ∫𝑥
−∞(∫

𝑛
−∞ 𝑓(𝑠, 𝑡) 𝑑𝑡)𝑑𝑠 (Tonelli)

이고, 안쪽 적분은 𝑛에 대해 증가하며 𝑔(𝑠)로 가므로 단조수렴 정리 [T6]로 극한이 ∫𝑥
−∞ 𝑔이다.

연습 1.7 문제 9쪽

(a) |𝑥|𝑓(𝑥, 𝑦) ≥ 0이므로 Tonelli로 𝑦를 먼저 적분하면 ∬|𝑥|𝑓 = ∫ |𝑥|(∫𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦)𝑑𝑥 =
∫ |𝑥|𝑓𝑋(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝐸|𝑋|이다(정리 1.6). 같은 방법으로∬|𝑦|𝑓 = 𝐸|𝑌|이다. |𝑎𝑥+𝑏𝑦| ≤ |𝑎||𝑥|+|𝑏||𝑦|
이므로∬|𝑎𝑥+𝑏𝑦|𝑓 ≤ |𝑎|𝐸|𝑋|+|𝑏|𝐸|𝑌| < ∞이고,정리 1.8(b)를쓸수있다. (b) (a)로∬|𝑥|𝑓 < ∞
이므로 Fubini 정리로 순서를 바꿔 𝑦를 먼저 적분할 수 있고, ∬𝑥𝑓 = ∫𝑥(∫𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦)𝑑𝑥 =
∫𝑥𝑓𝑋(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝐸𝑋이다. (c) 적분의 선형성으로 𝐸(𝑎𝑋 + 𝑏𝑌) = 𝑎∬𝑥𝑓 + 𝑏∬𝑦𝑓 = 𝑎𝐸𝑋 + 𝑏𝐸𝑌
이다. 이산이면 ∑𝑥,𝑦 |𝑥|𝑝(𝑥, 𝑦) = ∑𝑥 |𝑥|𝑝𝑋(𝑥) = 𝐸|𝑋|(음이 아닌 급수의 재배열, 1회 4.6절의

상자)로 절대수렴을 확인하고, 같은 재배열로 ∑𝑥,𝑦 𝑥 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝐸𝑋를 얻는다.

2절

연습 2.1 문제 14쪽

𝑀 = 4이면 𝑆는 5, 6, 7(각각
2
36

)과 8( 1
36

)이고 𝑝𝑀(4) =
7
36

이므로 조건부 확률은
2
7
, 2
7
, 2
7
, 1
7
, 𝐸(𝑆 ∣

𝑀 = 4) = 2(5+6+7)+8
7

= 44
7
. 일반적으로

𝐸(𝑆 ∣ 𝑀 = 𝑚) =
∑𝑚−1

𝑘=1 2(𝑚 + 𝑘) + 2𝑚
2𝑚 − 1 = 𝑚(3𝑚 − 1)

2𝑚 − 1 ,

𝐸𝑆 = ∑𝑚
2𝑚−1
36

⋅ 𝑚(3𝑚−1)
2𝑚−1

= 1
36
∑𝑚(3𝑚2 −𝑚) = 273−21

36
= 7.

연습 2.2 문제 14쪽

𝑓𝑋∣𝑌 (𝑥 ∣ 𝑦) =
2
2𝑦

= 1
𝑦

(0 < 𝑥 < 𝑦), 곧 U(0, 𝑦)이므로 𝐸(𝑋 ∣ 𝑌) = 𝑌
2
. 𝐸𝑋 = 𝐸𝑌

2
= 1

2
⋅ 2
3
= 1

3
이고,

직접 계산 ∫1
0 𝑥 ⋅ 2(1 − 𝑥)𝑑𝑥 = 1

3
과 같다.
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연습 2.3 문제 14쪽

𝑁 = 𝑛이면 𝑆는 독립인 𝑛개의 합이므로(그리고 𝑁과 𝑋𝑖가 독립이므로) 𝐸(𝑆 ∣ 𝑁) = 𝑁𝜇, Var(𝑆 ∣
𝑁) = 𝑁𝜎2. 반복기댓값으로 𝐸𝑆 = 𝜇𝐸𝑁, 전분산 공식으로 Var 𝑆 = 𝐸(𝑁𝜎2) + Var(𝑁𝜇) = 𝜎2𝐸𝑁 +
𝜇2 Var𝑁.

연습 2.4 문제 15쪽

𝑓(𝑥, 𝑦) = 1 ⋅ 1
𝑥

(0 < 𝑦 < 𝑥 < 1). 𝑓𝑌 (𝑦) = ∫1
𝑦

𝑑𝑥
𝑥
= − log 𝑦 (0 < 𝑦 < 1). 𝐸𝑌 = 𝐸𝑋

2
= 1

4
. Var 𝑌 =

𝐸𝑋2

12
+ Var 𝑋

2
= 1

36
+ 1

48
= 7

144
. 직접: 𝐸𝑌2 = ∫1

0 𝑦2(− log 𝑦)𝑑𝑦 =
1
9
이므로 Var 𝑌 = 1

9
− 1

16
= 7

144
.

연습 2.5 문제 15쪽

(a) 조건부분포에 대한 기댓값도 합·적분이므로 선형이다. (b) 𝑋 = 𝑥로 고정하면 𝑔(𝑋) = 𝑔(𝑥)는
상수이므로 𝐸(𝑔(𝑥)𝑌 ∣ 𝑋 = 𝑥) = 𝑔(𝑥)𝐸(𝑌 ∣ 𝑋 = 𝑥). 이것이 모든 𝑥에서 성립하므로 확률변수로

쓰면 𝑔(𝑋)𝐸(𝑌 ∣ 𝑋).

연습 2.6 문제 15쪽

Var𝐾 = 42
48
+ 35

48
= 77

48
이고 Var 𝐸(𝐾 ∣ 𝑁) = 35

48
이므로 비는

35
77

= 5
11

≈ 0.45. 평균제곱오차는

Var𝐾 = 1.604에서 𝐸 Var(𝐾 ∣ 𝑁) = 0.875로 줄어든다.

3절

연습 3.1 문제 18쪽

정수값이면 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝐹(𝑥, 𝑦)−𝐹(𝑥−1, 𝑦)−𝐹(𝑥, 𝑦−1)+𝐹(𝑥−1, 𝑦−1)이다(연습 1.1). 𝐹 = 𝐹𝑋𝐹𝑌
이면 이것이 (𝐹𝑋(𝑥) − 𝐹𝑋(𝑥 − 1))(𝐹𝑌 (𝑦) − 𝐹𝑌 (𝑦 − 1)) = 𝑝𝑋(𝑥)𝑝𝑌 (𝑦)로 인수분해된다. 거꾸로

𝑝 = 𝑝𝑋𝑝𝑌 이면 𝐹(𝑥, 𝑦) = ∑𝑠≤𝑥∑𝑡≤𝑦 𝑝𝑋(𝑠)𝑝𝑌 (𝑡) = 𝐹𝑋(𝑥)𝐹𝑌 (𝑦).

연습 3.2 문제 18쪽

(a) 4𝑥𝑦 = 2𝑥 ⋅ 2𝑦이고 영역이 정사각형이므로 독립. (b) 영역 0 < 𝑥 < 𝑦 < 1이 곱의 꼴이 아니

므로 독립이 아니다(𝑦가 작으면 𝑥도 작아야 한다). (c) 1
√2𝜋

𝑒−𝑥2/2 ⋅ 1
√2𝜋

𝑒−𝑦2/2이고 영역이 평면

전체이므로 독립.

연습 3.3 문제 18쪽

𝐹𝑀(𝑥) = 𝑥3, 밀도 3𝑥2, 𝐸𝑀 = 3
4
. 주사위 두 개: 꼬리 공식으로 𝐸𝑀 = ∑6

𝑘=1 𝑃(𝑀 ≥ 𝑘) =
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∑6
𝑘=1(1 − (𝑘−1

6
)2) = 6 − 55

36
= 161

36
.

연습 3.4 문제 19쪽

𝑃(𝑋 < 𝑌) = ∫∞
0 𝜆𝑒−𝜆𝑥𝑃(𝑌 > 𝑥) 𝑑𝑥 = ∫∞

0 𝜆𝑒−(𝜆+𝜇)𝑥𝑑𝑥 = 𝜆
𝜆+𝜇

. 첫 등호는 결합밀도 𝜆𝑒−𝜆𝑥𝜇𝑒−𝜇𝑦

를 𝑦 > 𝑥에서 먼저 적분한 것이다.

연습 3.5 문제 19쪽

𝐸(𝑅𝐺𝐵) = 𝑃(세 색 모두) = 1
4
이지만 𝐸𝑅𝐸𝐺 𝐸𝐵 = 1

8
이다. 정리 3.4(b)를 셋으로 넓히는 증명은 결

합분포가 세 주변분포의 곱으로 인수분해된다는 것을 쓰는데, 쌍별 독립은 두 개씩의 결합분포만

인수분해한다.

연습 3.6 문제 19쪽

(a) 정리 3.2로 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑋(𝑥)𝑓𝑌 (𝑦)이다. |𝑔(𝑥)ℎ(𝑦)|𝑓𝑋(𝑥)𝑓𝑌 (𝑦) ≥ 0이므로 Tonelli로

∬|𝑔(𝑥)ℎ(𝑦)| 𝑓𝑋(𝑥)𝑓𝑌 (𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = ∫ |𝑔|𝑓𝑋 ⋅ ∫ |ℎ|𝑓𝑌 = 𝐸|𝑔(𝑋)| 𝐸|ℎ(𝑌)| < ∞.

따라서 정리 1.8(b)를 쓸 수 있고, 절대적분이 유한하므로 Fubini 정리로 부호가 있는 함수에도

같은 순서 바꾸기가 허락된다. 𝐸[𝑔(𝑋)ℎ(𝑌)] = ∫𝑔𝑓𝑋 ⋅ ∫ ℎ 𝑓𝑌 = 𝐸 𝑔(𝑋) 𝐸 ℎ(𝑌)이다. (b) 𝑋 + 𝑌 −
𝐸(𝑋+𝑌) = 𝐷𝑋+𝐷𝑌 를 제곱해 선형성을 쓰면 Var(𝑋+𝑌) = Var 𝑋+Var 𝑌 +2𝐸(𝐷𝑋𝐷𝑌 )이다. 𝐷𝑋

는 𝑋의 함수, 𝐷𝑌 는 𝑌의 함수이고 𝐸|𝐷𝑋 | ≤ √Var𝑋 < ∞이므로 (a)로 𝐸(𝐷𝑋𝐷𝑌 ) = 𝐸𝐷𝑋 𝐸𝐷𝑌 = 0
이다. (c) 𝑔(𝑥) = 𝑒𝑡𝑥, ℎ(𝑦) = 𝑒𝑡𝑦이면 𝑒𝑡(𝑋+𝑌) = 𝑔(𝑋)ℎ(𝑌)이고 (a)로 𝑀𝑋+𝑌 (𝑡) = 𝑀𝑋(𝑡)𝑀𝑌 (𝑡)
이다. (a)는 𝐸|𝑔(𝑋)| < ∞를 요구하므로 𝑀𝑋(𝑡)와 𝑀𝑌 (𝑡)가 유한한 𝑡에서만 성립한다. (d) 𝑔가

증가하면 𝐴𝑠 = {𝑥 ∶ 𝑔(𝑥) ≤ 𝑠}는 𝑥 ∈ 𝐴𝑠, 𝑥′ < 𝑥이면 𝑥′ ∈ 𝐴𝑠인 집합이다. 따라서 𝑐 = sup𝐴𝑠
로 두면 𝐴𝑠는 ∅, ℝ, (−∞, 𝑐], (−∞, 𝑐) 가운데 하나다. {𝑔(𝑋) ≤ 𝑠} = {𝑋 ≤ 𝑐}이면 정의 3.1로
𝑃(𝑔(𝑋) ≤ 𝑠, 𝑌 ≤ 𝑦) = 𝐹𝑋(𝑐)𝐹𝑌 (𝑦)이다. {𝑋 < 𝑐}이면 {𝑋 ≤ 𝑐 − 1

𝑛
, 𝑌 ≤ 𝑦} ↑ {𝑋 < 𝑐, 𝑌 ≤ 𝑦}이므로

1회 정리 4.7로 𝑃(𝑋 < 𝑐, 𝑌 ≤ 𝑦) = lim𝑛 𝐹𝑋(𝑐 −
1
𝑛
)𝐹𝑌 (𝑦) = 𝑃(𝑋 < 𝑐)𝐹𝑌 (𝑦)이다. 어느 경우든 𝑔(𝑋)

와 𝑌의 결합분포함수는 주변분포함수의 곱이다.

4절

연습 4.1 문제 23쪽

𝑀 = 𝐷1인 결과(𝐷1 ≥ 𝐷2, 21가지)에서 𝐷1𝑀 = 𝐷2
1 , 나머지 15가지에서 𝐷1𝑀 = 𝐷1𝐷2이다. 세면

∑𝐷1𝑀 = ∑6
𝑑=1 𝑑2 ⋅ 𝑑 + ∑𝑎<𝑏 𝑎𝑏 = 441 + 175 = 616이므로 𝐸(𝐷1𝑀) = 616

36
. Cov(𝐷1,𝑀) =

616
36
−3.5 ⋅ 161

36
= 35

24
이고 Cov(𝑆,𝑀) = 2 ⋅ 35

24
= 35

12
. (∑𝑎<𝑏 𝑎𝑏 =

1
2
((∑𝑎)2−∑𝑎2) = 441−91

2
= 175.)
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연습 4.2 문제 23쪽

Cov(𝑋 + 𝑌, 𝑋 − 𝑌) = Var 𝑋 − Var 𝑌 = 0. 두 주사위의 합과 차는 상관이 없지만 독립이 아니다.

𝑆 = 2이면 차는 반드시 0이다.

연습 4.3 문제 23쪽

𝑉(𝑤) = 𝑤2𝜎2𝑋 + (1 − 𝑤)2𝜎2𝑌 + 2𝑤(1 − 𝑤)𝜌𝜎𝑋𝜎𝑌 를 미분하면

𝑤∗ = 𝜎2𝑌 − 𝜌𝜎𝑋𝜎𝑌
𝜎2𝑋 + 𝜎2𝑌 − 2𝜌𝜎𝑋𝜎𝑌

.

𝜌 = −1: 𝑤∗ = 0.6, 𝑉 = 0. 𝜌 = 0: 𝑤∗ ≈ 0.692, 𝑉 ≈ 0.0277 (표준편차 0.166). 𝜌 = 0.5: 𝑤∗ ≈ 0.857,
𝑉 ≈ 0.0386 (표준편차 0.196). 상관이 낮을수록 섞어서 얻는 이득이 크다.

연습 4.4 문제 23쪽

Cov(𝑎𝑋 + 𝑏, 𝑐𝑌 + 𝑑) = 𝑎𝑐Cov(𝑋, 𝑌), 𝜎𝑎𝑋+𝑏 = |𝑎|𝜎𝑋 이므로 상관계수는
𝑎𝑐

|𝑎||𝑐|
𝜌. 𝑎, 𝑐 > 0이면 𝜌,

𝑎 < 0 < 𝑐이면 −𝜌.

연습 4.5 문제 23쪽

(a) Cauchy–Schwarz를 |𝑋|와 1에 쓰면 (𝐸|𝑋|)2 ≤ 𝐸𝑋2. (b) Var(𝑋+𝑌) = 𝜎2𝑋+𝜎2𝑌+2Cov(𝑋, 𝑌) ≤
𝜎2𝑋 + 𝜎2𝑌 + 2𝜎𝑋𝜎𝑌 = (𝜎𝑋 + 𝜎𝑌 )2.

연습 4.6 문제 23쪽

(𝑥, 𝑦) ↦ (𝑥, −𝑦)로 밀도가 변하지 않으므로 𝐸(𝑋𝑌) = 0, 𝐸𝑋 = 𝐸𝑌 = 0이고 상관이 없다.

0.82 + 0.82 > 1이므로 𝑃(𝑋 > 0.8, 𝑌 > 0.8) = 0이지만 𝑃(𝑋 > 0.8) = 2
𝜋
∫1
0.8√1 − 𝑥2𝑑𝑥 ≈ 0.052

이어서 곱은 약 0.0027 > 0이다. 독립이 아니다.

연습 4.7 문제 23쪽

(a) 2|𝑋𝑌| ≤ 𝑋2+𝑌 2이므로 𝐸|𝑋𝑌| ≤ 1
2
(𝐸𝑋2+𝐸𝑌 2) < ∞이고, 𝐸|𝑋| ≤ 1

2
(1+𝐸𝑋2) < ∞도 같은 방

법으로나온다.따라서 (𝑋−𝜇𝑋)(𝑌−𝜇𝑌 )의기댓값이정의된다. (b)선형성으로 𝐸(𝑋𝑌−𝜇𝑌𝑋−𝜇𝑋𝑌+
𝜇𝑋𝜇𝑌 ) = 𝐸(𝑋𝑌)−𝜇𝑋𝜇𝑌−𝜇𝑋𝜇𝑌+𝜇𝑋𝜇𝑌 = 𝐸(𝑋𝑌)−𝜇𝑋𝜇𝑌 이다. 𝑌 = 𝑋이면 Var𝑋이고, 정의가 𝑋
와 𝑌에 대칭이므로 Cov(𝑋, 𝑌) = Cov(𝑌, 𝑋)이다. (c) 𝑎𝑋+𝑏−𝐸(𝑎𝑋+𝑏) = 𝑎(𝑋−𝜇𝑋)이고 𝑐𝑌+𝑑−
𝐸(𝑐𝑌 +𝑑) = 𝑐(𝑌 −𝜇𝑌 )이므로 Cov(𝑎𝑋+𝑏, 𝑐𝑌 +𝑑) = 𝐸[𝑎𝑐(𝑋−𝜇𝑋)(𝑌 −𝜇𝑌 )] = 𝑎𝑐Cov(𝑋, 𝑌)이다.

상수 𝑏, 𝑑는 평균을 뺄 때 사라진다. 합에 대해서는 𝑋1+𝑋2−𝐸(𝑋1+𝑋2) = (𝑋1−𝜇1)+(𝑋2−𝜇2)를 정

의에 넣고 선형성을 쓴다. (d) (c)를 되풀이하면 Cov(∑𝑖 𝑎𝑖𝑋𝑖,∑𝑗 𝑎𝑗𝑋𝑗) = ∑𝑖∑𝑗 𝑎𝑖𝑎𝑗 Cov(𝑋𝑖, 𝑋𝑗)
이다. 𝑖 = 𝑗인 항은 𝑎2𝑖 Var𝑋𝑖이고, 𝑖 ≠ 𝑗인 순서쌍은 (𝑖, 𝑗)와 (𝑗, 𝑖)가 같은 값 𝑎𝑖𝑎𝑗 Cov(𝑋𝑖, 𝑋𝑗)를 주

므로 𝑖 < 𝑗인 쌍마다 두 번 나온다. (e) 정리 3.4(b)를 𝑔(𝑥) = 𝑥, ℎ(𝑦) = 𝑦에 쓰면 𝐸(𝑋𝑌) = 𝐸𝑋 𝐸𝑌
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이고, (b)로 Cov(𝑋, 𝑌) = 0이다.

연습 4.8 문제 24쪽

(a) 𝑊 = 𝑌 − 𝑏𝑋로 두면 𝐸(𝑊 − 𝑎)2을 가장 작게 하는 상수는 𝑎 = 𝐸𝑊이고 그 값은 Var𝑊
이다(2회 정리 2.2(c)). (b) 정리 4.2(c)를 𝑎1 = 1, 𝑎2 = −𝑏에 쓴다. (c) (b)를 𝑏로 미분해 0으로

두면 −2Cov(𝑋, 𝑌) + 2𝑏𝜎2𝑋 = 0, 곧 𝑏∗ = Cov(𝑋, 𝑌)/𝜎2𝑋 = 𝜌𝜎𝑌 /𝜎𝑋 이다. 이차항의 계수 𝜎2𝑋 > 0
이므로 최소다. 넣으면 𝜎2𝑌 − 2Cov2 /𝜎2𝑋 + Cov2 /𝜎2𝑋 = 𝜎2𝑌 − Cov2 /𝜎2𝑋 = 𝜎2𝑌 (1 − 𝜌2)이다. 이때

𝑎∗ = 𝐸(𝑌 − 𝑏∗𝑋) = 𝜇𝑌 − 𝑏∗𝜇𝑋 이다. (d) Cov(𝑋, 𝑌 − 𝑎∗ − 𝑏∗𝑋) = Cov(𝑋, 𝑌) − 𝑏∗𝜎2𝑋 = 0이다.

5절

연습 5.1 문제 31쪽

(𝑟, 𝜃) ↦ (𝑧1, 𝑧2) = (𝑟 cos 𝜃, 𝑟 sin 𝜃)의 역변환의 야코비안은 예제 5.2의 역수
1
𝑟
이다. 따라서

𝑓(𝑧1, 𝑧2) =
𝑟𝑒−𝑟2/2

2𝜋
⋅ 1
𝑟
= 1

2𝜋
𝑒−(𝑧21+𝑧22)/2, 독립인 표준정규의 곱이다.

연습 5.2 문제 31쪽

𝑉 = 𝑋𝑌 , 𝑊 = 𝑋의 역변환은 𝑥 = 𝑤, 𝑦 = 𝑣/𝑤이고 야코비안은 det( 0 1
1/𝑤 −𝑣/𝑤2 ) = − 1

𝑤
. 영역은

0 < 𝑣 < 𝑤 < 1이고 𝑓𝑉,𝑊 = 1
𝑤

이므로 𝑓𝑉 (𝑣) = ∫1
𝑣

𝑑𝑤
𝑤

= − log 𝑣.

연습 5.3 문제 31쪽

𝑛개의 합의 밀도가 𝑔𝑛(𝑧) =
𝜆𝑛𝑧𝑛−1

(𝑛−1)!
𝑒−𝜆𝑧라 하면, 합성곱으로

𝑔𝑛+1(𝑧) = ∫
𝑧

0
𝑔𝑛(𝑥) 𝜆𝑒−𝜆(𝑧−𝑥)𝑑𝑥 =

𝜆𝑛+1𝑒−𝜆𝑧
(𝑛 − 1)! ∫

𝑧

0
𝑥𝑛−1𝑑𝑥 = 𝜆𝑛+1𝑧𝑛

𝑛! 𝑒−𝜆𝑧.

연습 5.4 문제 31쪽

부분분수(또는 잔류 계산)로 ∫ 𝑑𝑥
𝜋2(1+𝑥2)(1+(𝑧−𝑥)2)

= 2
𝜋(4+𝑧2)

이다. 노트북에서 수치적분으로 확인

한다. 그러면
1
2
(𝐶1 + 𝐶2)의 밀도는 2 ⋅ 2

𝜋(4+4𝑦2)
= 1

𝜋(1+𝑦2)
, 표준 Cauchy다.

연습 5.5 문제 31쪽

삼각형 밀도 𝑓2와 U(0, 1)의 합성곱 𝑓3(𝑧) = ∫𝑧
𝑧−1 𝑓2(𝑥) 𝑑𝑥를 구간별로 계산한다. 0 < 𝑧 < 1:

∫𝑧
0 𝑥 𝑑𝑥 =

𝑧2

2
. 1 ≤ 𝑧 < 2:∫1

𝑧−1 𝑥 𝑑𝑥+∫
𝑧
1 (2−𝑥)𝑑𝑥 =

−2𝑧2+6𝑧−3
2

. 2 ≤ 𝑧 < 3:∫2
𝑧−1(2−𝑥)𝑑𝑥 =

(3−𝑧)2

2
.
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연습 5.6 문제 31쪽

𝑃(𝑅2 > 𝑠) = 𝑃(𝑅 > √𝑠) = 𝑒−𝑠/2이므로 𝑅2 ∼ Exp( 1
2
), 평균 2.

연습 5.7 문제 31쪽

(a) 𝑆는 열린 집합이고 𝑃(𝑍2 = 0) = 0이므로 확률이 1이다. 𝑇(𝑧1, 𝑧2) = (𝑐, 𝑤)이면𝑤 = 𝑧2, 𝑧1 = 𝑐𝑤
로 하나로 정해지므로 일대일이고 𝑇(𝑆) = {(𝑐, 𝑤) ∶ 𝑤 ≠ 0}이다. 역변환 𝐻(𝑐, 𝑤) = (𝑐𝑤, 𝑤)
의 야코비안 행렬식은 det(𝑤 𝑐

0 1 ) = 𝑤이다. (b) 정리 5.1으로 𝑓𝐶,𝑊 (𝑐, 𝑤) = 𝑓𝑍1,𝑍2(𝑐𝑤,𝑤) |𝑤| =
1
2𝜋
𝑒−(𝑐2𝑤2+𝑤2)/2|𝑤|이다. 밀도의 배율은 넓이의 배율이고, 넓이는 음수가 될 수 없으므로 행렬식의

절댓값이 붙는다. (c) 적분할 함수가 𝑤에 대해 짝함수이므로

𝑓𝐶(𝑐) = 2∫
∞

0

1
2𝜋𝑒

−(1+𝑐2)𝑤2/2𝑤𝑑𝑤 = 1
𝜋 ⋅ 1

1 + 𝑐2 ∫
∞

0
𝑒−𝑢 𝑑𝑢 = 1

𝜋(1 + 𝑐2) .

𝑢 = 1
2
(1 + 𝑐2)𝑤2이면 𝑑𝑢 = (1 + 𝑐2)𝑤 𝑑𝑤이다. (d) ∫ 𝑑𝑐

1+𝑐2
= [arctan 𝑐]∞−∞ = 𝜋이므로 적분은 1

이다.

6절

연습 6.1 문제 36쪽

𝐴 = ( 1 1 0
0 1 1 ), Σ = 𝐼이므로 𝐴𝐴′ = ( 2 1

1 2 ). 상관계수는
1
2
. 두 성분이 𝑋2를 공유하기 때문이다.

연습 6.2 문제 36쪽

𝐚 = (𝑎1, 𝑎2)에 대해 𝐚′Σ𝐚 = 𝑎21 + 2𝜌𝑎1𝑎2 + 𝑎22 ≥ 0이 모든 𝐚에서 성립할 필요충분조건은 |𝜌| ≤ 1
이다. 3 × 3에서는 Σ = (1 − 𝜌)𝐼 + 𝜌𝟏𝟏′로 쓴다. 𝐚 = 𝟏이면 Σ𝟏 = (1 + 2𝜌)𝟏이고, 𝟏에 직교하는

𝐚(∑𝑎𝑖 = 0)이면 Σ𝐚 = (1 − 𝜌)𝐚이다. 고윳값이 1 + 2𝜌와 1 − 𝜌(두 번)이므로 양의 준정부호일

조건은 − 1
2
≤ 𝜌 ≤ 1이다. 음의 상관은 변수가 많을수록 강하게 걸 수 없다.

연습 6.3 문제 36쪽

한 번:
3
11
≈ 0.273. 여섯 번 평균(합이 −6과 6 사이): 합성곱으로 약 0.589. 삼각형 모형(예제 6.4)

보다 둘 다 작지만 평균의 이득은 더 크다.

연습 6.4 문제 37쪽

통과 확률은 근사적으로 Φ(√𝑛(𝑅 − 𝛿)/𝜎)이다(아래쪽 경계는 무시할 만하다). 0.99 이상이려면

√𝑛(𝑅 − 𝛿)/𝜎 ≥ 2.326, 곧 𝛿 ≤ 𝑅 − 2.326𝜎/√𝑛 = 0.25625 − 0.0096 ≈ 0.2467그레인. 금화 100만
개면 약 2.47 × 105그레인, 트로이 파운드(5,760그레인)로 약 43파운드의 금이다.
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연습 6.5 문제 37쪽

Var∑𝑋𝑖 = 𝜎2∑𝑖,𝑗 𝜌|𝑖−𝑗| = 𝜎2(𝑛+2∑𝑛−1
𝑘=1(𝑛−𝑘)𝜌𝑘)(|𝑖−𝑗| = 𝑘인 쌍은 2(𝑛−𝑘)개). 𝑛으로 나누면

1 + 2∑𝑘<𝑛 𝜌𝑘 −
2
𝑛
∑𝑘<𝑛 𝑘𝜌𝑘 → 1 + 2𝜌

1−𝜌
= 1+𝜌

1−𝜌
.

연습 6.6 문제 37쪽

Var 1
2
(𝑔(𝑈) + 𝑔(1 − 𝑈)) = 1

2
Var 𝑔(𝑈) + 1

2
Cov(𝑔(𝑈), 𝑔(1 − 𝑈)) ≤ 1

2
Var 𝑔(𝑈)이고, 오른쪽이 독

립인 두 난수의 평균의 분산이다. 𝑔 = 𝑒𝑥: Var 𝑒𝑈 = 𝑒2−1
2

− (𝑒 − 1)2 ≈ 0.2420, Cov(𝑒𝑈 , 𝑒1−𝑈) =
𝑒 − (𝑒 − 1)2 ≈ −0.2342. 독립 둘의 평균은 0.1210, 대조변량은

1
2
(0.2420 − 0.2342) ≈ 0.0039로 약

31배 작다.

연습 6.7 문제 37쪽

(a) 선형성으로 𝐸[∑𝑗 𝐴𝑖𝑗𝑋𝑗 + 𝑏𝑖] = ∑𝑗 𝐴𝑖𝑗𝜇𝑗 + 𝑏𝑖 = (𝐴𝝁 + 𝐛)𝑖이다. (b) (a)를 빼면 𝐴𝐗 + 𝐛 −
𝐴𝝁− 𝐛 = 𝐴(𝐗− 𝝁)이다. (c) 𝐯 = 𝐗−𝝁로 두면 (𝐴𝐯)𝑖 = ∑𝑗 𝐴𝑖𝑗𝑣𝑗이고 (𝐯′𝐴′)𝑘 = ∑𝑙 𝑣𝑙𝐴𝑘𝑙이므로

(𝐴𝐯𝐯′𝐴′)𝑖𝑘 = ∑𝑗∑𝑙 𝐴𝑖𝑗𝑣𝑗𝑣𝑙𝐴𝑘𝑙이다. 유한합이므로 기댓값이 안으로 들어가고 𝐸(𝑣𝑗𝑣𝑙) = Σ𝑗𝑙
이므로∑𝑗∑𝑙 𝐴𝑖𝑗Σ𝑗𝑙𝐴𝑘𝑙 = (𝐴Σ𝐴′)𝑖𝑘이다. (d) 𝐴 = 𝐚′이면 𝐴𝐗는 수 하나이고 그 분산이 𝐚′Σ𝐚이다.

분산은 음이 아니므로 모든 𝐚에서 𝐚′Σ𝐚 ≥ 0이다. Σ𝑖𝑗 = Cov(𝑋𝑖, 𝑋𝑗) = Cov(𝑋𝑗 , 𝑋𝑖) = Σ𝑗𝑖이므로

대칭이다.

7절

연습 7.1 문제 41쪽

𝑓Φ(𝜑) = ∫𝜋
−𝜋

cos𝜑
4𝜋

𝑑𝜆 = 1
2
cos 𝜑. 𝑃(Φ ≥ 𝜋

3
) = 1

2
(1 − sin 𝜋

3
) = 1−√3/2

2
≈ 0.067.

연습 7.2 문제 41쪽

(a) (𝑋, 𝐷), 𝐷 = 𝑋 − 𝑌의 역변환 𝑦 = 𝑥 − 𝑑의 야코비안은 1이므로 𝑓𝑋,𝐷(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥)2 ∝ 𝑒−𝑥2 , 곧
𝒩(0, 1

2
). (b) (𝑋, 𝑄), 𝑄 = 𝑌/𝑋의 역변환 𝑦 = 𝑞𝑥의 야코비안은 |𝑥|이므로 𝑓𝑋,𝑄(𝑥, 1) = 𝜙(𝑥)2|𝑥| ∝

|𝑥|𝑒−𝑥2 이고, ∫ |𝑥|𝑒−𝑥2𝑑𝑥 = 1이므로 밀도는 |𝑥|𝑒−𝑥2 . 같은 직선 {𝑋 = 𝑌}인데 (b)는 0근처에서 0
이다. 𝑄로 보면 원점 근처의 “쐐기”가 좁기 때문이다.

연습 7.3 문제 41쪽

̄𝑋−𝜃 = 𝑏+ ̄𝜀이고 𝐸 ̄𝜀 = 0, Var ̄𝜀 = 𝜎2/𝑛이므로 𝐸( ̄𝑋−𝜃)2 = 𝑏2+𝜎2/𝑛(2회 정리 2.2(c)).Michelson:
𝑏 ≈ 852.4 − 734.5 = 117.9, 𝜎/√𝑛 ≈ 7.9.평균제곱오차의 99%이상이 편향이다.
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연습 7.4 문제 41쪽

묶음 평균은 852.5, 854.5, 858.5, 857.0, 839.5이고 표준편차는 약 7.6으로, 독립이라면 기대되는

17.7보다 오히려 작다(다섯 개로 잰 표준편차는 그 자체로 많이 흔들린다는 점을 감안해야 한다).

묶음 사이의 흔들림이 크다는 증거는 없다. 15 표준오차의 어긋남은 날마다 달라지는 오차가

아니라 다섯 묶음 모두에 같이 들어 있는 상수, 곧 편향이었다.

8절

연습 8.1 문제 44쪽

max(0, 𝑠)2 = 𝑠2𝟏{𝑠 > 0}이고, 대칭이므로 𝐸𝑠2𝟏{𝑠 > 0} = 𝐸𝑠2𝟏{𝑠 < 0}이며 𝑠 = 0에서는 𝑠2 = 0
이다. 두 값의 합이 𝐸𝑠2이므로 각각

1
2
𝐸𝑠2.

연습 8.2 문제 44쪽

(a) 𝑋 − 3 = (𝜇 − 3) + 𝑍이므로 𝐿 = (𝜇 − 3)2 + 1, 𝐿′ = 2(𝜇 − 3). (b) ̂𝑔 = 1
𝑛
∑𝑖 2(𝜇 + 𝑍𝑖 − 3)이고

기댓값이 𝐿′(𝜇), 분산은 4Var ̄𝑍 = 4
𝑛
.

연습 8.3 문제 44쪽

0.3 + 0.7
100

= 0.307. 다른 쪽은 1.5(0.1 + 0.9
100

) = 0.1635로 절반 가까이 작다. 상관을 낮추는 쪽이

낫다.
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